Chapitrel

Généralités sur les Fonctions Réelles

1.1 Limites

Dans ce chapitre on rappellera brievement quelques résultats sur les limites.

1.1.1 Fonctions de référence
Limites a I’infini

Puissances d’exposants positifs n est un entier strictement positif, (n > 0).
Sin est pair, alors lim, _, o, 2™ = +00

Si n est impair, alors lim,, ., 2™ = —oc0

limg, 400 2™ = +00.

Puissances d’exposants négatifs n est un entier strictement positif, (n > 0).
limg . soxz™™ =limg;_,_ o # =0.

limy oo™ =limy 400 Iin =0.
Racine carrée lim,_ ;o /T = +00.

Logarithme népérien lim, . . Inxz = +oo0.

limg,_, 4 oo BZ =,

T
Inz

Pourn > 0, limg 400 7w = 0.

Exponentielle népérienne

en —oo

lim, . e* =0.

lim, o ze® = 0.

Pourn > 0, lim,_._, 2™e* = 0.

en +-oo
lim, 400 €7 = +00.
: er
limg o0 & = +00. )
Pourn > 0, lim,— 4o % = +o0.



Limitesen 0

Puissances d’exposants négatifs n est un entier strictement positif, (n. > 0).
Si n est pair, alors lim,,_o- =" = lim,_o- = = +0o0.

Si n est impair, alors lim,, o~ =" = lim,_o- = = —oc.
lim,_,g+ z7" = lim,_,g+ I% = +o00.
Logarithme népérien lim,_, g+ Inz = —oco.

lim, o+ xlnz =0".
Pourn > 0, lim,_,o+ 2" Inz =0".
1.1.2 Indéterminations

Les cas suivants sont indéterminés

0
Jroo—oo,()xoo,%,—

On modifiera la forme de f(x) pour lever I’indétermination
1.1.3 Opérations sur les limites

Ce sont les limites de sommes, de produits ou de quotients.
(Ne pas oublier de tenir compte des cas indéterminés).

1.1.4 Fonctions composées

Sous certaines conditions portant sur les ensembles de définition des fonctions, on a
Silim,_, g(z) = betlim,_;, f(t) = ¢,
alors lim, ., f(g(x)) = c.

ou a, b, ¢ représentent des réels ou —oo, +oc.

1.2 Continuité

1.2.1 Continuité en un point
Exemples de fonctions

La fonction partie entiére : C’est la fonction qui, a tout réel x fait correspondre le plus grand entier inférieur ou
égal a z. On lanote © — E(x).
E(2) =2, E(2,32) = 2, B(-2) = -2, B(-2,128) = —x3a2, E(—1,75) = —2etc.

Cette fonction n’est pas continue aux points z entiers, (elle est discontinue aux points entiers).
Quel que soit I’entier n les deux limites lim,_,,- F(z) =n — 1 etlim,_,,,+ E(x) = n sont différentes.
Continuité au point o La fonction f définie sur I’intervalle réel I =]a; b[ est continue au point zo de I si ses limites
& gauches et a droite au point z0 existent et sont égales & f(xg).
(Si I = [a; b] etsi zp = a, on n’étudiera que la limite a droite en a de la fonction f ...).

1.2.2 Continuité sur un intervalle réel
Fonction continue sur |

La fonction f définie sur I’intervalle réel I C R est continue sur I si elle est continue en chaque point de I.

Exemples

Les fonctions polynomes sont continues sur R.
Les fonctions rationnelles sont continues sur chacun des intervalles de leur ensemble de définition.
La fonction logarithme népérien est continue sur |0; +oo.
La fonction exponentielle népérienne est continue sur R.



1.2.3 Prolongement par continuité
Définition

Soit I"intervalle I, le point zo € I, la fonction f definie sur I;x0} telle que lim, .., f(x) existe et est égale a [,
alors la fonction g, définie sur I égale a f en tout point de I;xo} et telle que g(xo) = [, prolonge par continuité la
fonction f au point z.

Dit un peu plus plus simplement : On a une fonction f sur tout un intervalle sauf en un point o de celui ci. Cette
fonction a une limite en z, cette limite sera la valeur de g en z, partout ailleurs, sur I, f et g sont identiques.

Exemples

a) Lafonction f : x — f(x) = 2™ = ™ 0% est définie sur |0; +oo[, mais lim, .., f(x) = 0, donc on peut définir
la fonction g par
{ 9(0) =0,

x>0, glzx)=a"=e

wlnx

La fonction g prolonge par continuité la fonction f au point 0.
b) La fonction f : x +— f(x) = 3 + x Inz est définie sur |0; +-o0[ et lim,_.,, f(z) = 3, on peut donc la prolonger par
continuité au point 0.

1.2.4 Image d’un intervalle par une fonction continue
Image d’un segment réel par une fonction continue

L’image d’un segment réel I = [a; b] par une fonction f, définie et continue sur I est un segment réel J = [o; 5].
L’équation f(z) = m ol m € J admet une solution unique dans I.
exemple :
soit la fonction f : z — f(x) = Zs%“ définie et continue sur I’intervalle I = [—1,5; 1, 5].

@)
v




L’image de I'intervalle I est I’intervalle J = [—1; 1].

Image d’un intervalle par une fonction continue strictement monotone

L’image d’un intervalle I par une fonction f, définie, continue et strictement monotone sur I est un intervalle J.
Soit f strictement croissante :
—Sil=[a; b],onaJ = [f(a); f(b)],
— Si I =]a; bl etlim,_,, f(x) =a,0naJ =]a; f(b)] etc.
Si f est strictement décroissante, penser que f(b) < f(a) ...
fonction bijective ou bijection
Soit f : E — F, ondit que la fonction f est
— injective sipourtouta € E, b€ E, f(a) = f(b) = a = b,
— surjective si pour touty € F, il existe au moins un élément = € F tel que f(z) =y,
— bijective si f est a la fois injective et surjective, (f est alors une bijection de E sur F).
bijection réciproque
si f: E — F estune bijectionde E sur F', on peut définir une bijection notée f—!, appelée bijection réciproque de
f,quiestlafonction f~!: F — E, définiepar f~1(z) =y < 2 = f(y).
Propriété.
Si f est une fonction définie, continue et strictement monotone sur I = [a; b], elle définit une bijection de T vers
J =1[f(a); f(b)]ouJ =[f(b); f(a)] (suivantqu’elle est strictement croissante ou strictement décroissante).
Dans le cas ol I’intervalle est ouvert en a ou en b on fera intervenir les limites de f en a ou en b pour obtenir des
propriétés analogues.
Exemples :
— les fonctions exp et In.
— la fonction [0; +-oo[— [0; +oo[, @ — 22 et la fonction racine carrée z — /.
— la fonction [0; +-00[— [0; +-00[, @+ I qui est sa propre réciproque.
— lafonction affine f : R — R, 2+ ax+b,a#0et f~1t— =L,
Propriété.
Si la fonction f est une bijection de I vers J et est continue sur I, alors sa fonction réciproque f ~! qui est définie sur
J, est continue sur J.
Par exemple : On a défini la fonction exponentielle comme réciproque de la fonction continue In, la fonction exp est
donc continue sur R.

1.3 Fonction dérivée

On suppose que la fonction f est définie sur E¢, que I est un intervalle réel contenu dans E'¢ et que x est élément
del:xzo €l C Ey.
On note C/ la courbe représentative de f dans le repére (O; 0;7, q)

1.3.1 Nombre dérivé en un point
Taux d’accroissement

Définition Soient z( et 1 dans I. Le taux d’accroissement de f ou taux de variation de f entre xg et z1, x¢ # 1
est par définition Mﬁx“)
Autre notation : On écrit x¢ + h au lieu de x;.
Le taux de variation de f entre a: et xg + h est LZeth) = (zo)
Eneffetzy —zg =29 +h — 20 = h.
Interprétation graphique du taux de variation C’est le coefficient directeur de la droite AB passant par les points

A(zo;yo = f(xo) et B(z1;y1 = f(z1).
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Nombre dérivé f/(xq)

Définition Le nombre dérivé f’(x() de la fonction f au point zo € I est la limite suivante, lorsqu’elle existe :

f(zo+h) = f(xo)
h

o) = i,
C’est encore f/(xg) = lim, ., %ﬁlo)
Interprétation graphique du nombre dérivé Si f’(x) existe, c’est le coefficient directeur de latangente en A(zo; f (o))
a la courbe C.

1.3.2 Dérivée sur un intervalle

Définition Si en tout point = de I’intervalle I, la fonction f admet un nombre dérivé f/(x), la fonction f/: z —
f'(z) est la fonction dérivée de f sur I’intervalle I.
On dit que f est dérivable sur 1.

1.3.3 Exemples

1. La fonction f : = +— f(x) = /x est définie sur [0; +oo[; f n’admet pas de nombre dérivé en 0 mais est
dérivable sur ]0; +oo.

En effet le taux de variation de 0 & h est % = ﬁ et n’a pas de limite finie lorsque k, (h > 0), tend vers 0.

2. La fonction f définie par f(0) = 0 et par f(z) = z?Inz lorsque x > 0 admet pour nombre dérivé f'(0) =
limy, o 22100 — Jimy, o hlnh = 0.

Cette valeur n’est pas accessible en utilisant les formules de dérivation des fonctions usuelles, en effet dériver (x2 In x)’
2zInx + 2% x L n’est utilisable que pour 2 # 0.

1.4 Propriétés

1.4.1 Formules de dérivation des fonctions usuelles sur un intervalle

Dérivées des puissances, du logarithme, de I’exponentielle ...

1.4.2 Opeérations sur les dérivees

Dérivée d’une somme, d’une différence, du produit par une constante, du produit, d’une puissance, de I’inverse,
d’un quotient, d’une racine carrée.



1.4.3 Dérivée de la composée de deux fonctions

Si f est dérivable sur I, si g est dérivable sur .J etsi g(J) C I, alors f o g est dérivable sur .J et

(fog)(z) = f"og(x) x g'(z) = f'(9(x)) x g'(2)
que I’on note plus simplement en :
(f(w)" = f"(u) x o'

ou u est mis & la place de g(«) et u’ a celle de ¢’(z).

1.4.4 Dérivées successives

1.4.5 Dérivation et continuité

— Si f est dérivable au point 2y € I, alors f est continue au point z.
— Si f est dérivable sur I’intervalle I, alors f est continue sur I’intervalle I.
attention : la réciproque de cette propriété est fausse, une fonction peut étre continue sans étre dérivable.
exemple : © — |z| est continue au point 0 mais pas dérivable en 0.
contraposée de la derniére propriété :
Si f n’est pas continue sur I, alors f n’est pas dérivable sur 1.

1.4.6 Dérivée et sens de variation

Si f est dérivable sur I et

—si f/(x) = 0 sur I alors f est constante sur I,

—si f/(x) > Osur I alors f est strictement croissante sur I,

—si f/(x) < Osur I alors f est strictement décroissante sur 7,

—si f/(x) > Osur I alors f est croissante sur I,

—si f/(x) < Osur I alors f est décroissante sur I,
On peut ajouter :

—si f’(x) > 0sur I, sauf en un nombre fini de points (ou f/(z) = 0), alors f est strictement croissante sur 7,
etc.
exemple: f : x — x® a pour dérivée f’(z) = 3z% qui est strictement positive, sauf au point 0 ot f/(0) = 0, la
fonction f est strictement croissante sur R.

1.5 Primitives d’une fonction continue sur un intervalle

1.6 Définition

Soit la fonction f définie sur I’intervalle I C R, toute fonction F', définie et dérivable sur I, dont la dérivée est
F’" = f est une primitive sur I de la fonction f.
exemple : La dérivée sur I =|0; +oo[de F(z) = zlnxz — z est f(x) = Inx, donc F est une primitive sur I de f.

1.7 Propriétés

1.7.1 Primitives de fonctions continues

Toute fonction f définie et continue sur un intervalle I admet des primitives sur 1.

1.7.2 Ensemble des primitives d’une fonction sur un intervalle

Si F' est une primitive de f sur I’intervalle I, I’ensemble des primitives sur I de f est I’ensemble des fonctions
F + cou c est une constante.
exemple : F(xz) = zlnx — x + ¢ donne I’ensemble des primitives de f(z) = Inx sur I =]0; +o0|.



1.7.3 Primitive particuliere

Si G est une primitive de f sur I’intervalle I, alors F'(z) = G(z) — G(xo) + a est la primitive sur I de f telle que
F(x0) = a.
Autre maniére de le retrouver : F(x) = G(z) — G(xo) + F(x0).
exemple : Déterminer sur I =]0; +oo[ la primitive F'(x) de In x telle que F'(e) = —1.
G(z) = xInz — z est une primitive de In 2 donc la fonction F demandée est telle que :
F(z)=G(z) —Ge)+ (1) =zlnz—x— (elne—e)—1l=zlnzx—z—e+e—1=zhe—z—1.

1.8 Recherche des primitives

1.8.1 Primitives des fonctions usuelles
1.8.2 Primitives d’une somme, d’une différence, du produit par une constante

Si F', G sont des primitives sur I’intervalle I de f, g, et si A, ¢ sont des constantes, alors :
F + G + cest I’ensemble des primitives de f + g,
F — G + cest I’ensemble des primitives de f — g,
AF + cest I’ensemble des primitives de A f,

1.8.3 Primitives a partir des autres formules de dérivation

exemple : Déterminer une primitive sur I =]0; +oo de f(z) = 22

On remarque qu’en posantu = Inz ona v’ = % etdonc que f(z) = u x u'.
Or 2u x u’ est la dérivée de u? et u x u’ celle de 2u? donc f(x) est la dérivée de 3 (Inxz)2.

Les primitives de f(z) sont les fonctions F'(z) = % +c

D’une maniére plus générale, si F' est une primitive de f, alors F'(u) 4 ¢ est une primitive de f(u) x u'.
En effet la fonction composée F(u) = F o u a pour dérivee f(u) x u'.

On peut appliquer cette méthode a u'e, —u—g/ au® 1/, ete.
Tableau des primitives des fonctions usuelles.

| | Intervalle I | Autres conditions | f(z) | Primitive F(z) |
1 R 0 c
2 | R A constant A AT +c
3 |R x e
4 R n entier, n > 0 z" " e
5 | ]—o00;0[0u]0;400] | nentier,n > 2 ;n:ifn ﬁJrc:%Jrc
6 | ]—o0;0[0u]0;+oo] | nentier,n < —2 " " 4
7 | ]0; +oo] aréel,a # -1 x® ﬁxoﬁl +c
8 | ]0; +oo] % 2yx +c
9 0; +oo] 1 Inz+c
10 | ] —o0;0] h In(—x) + ¢
11 | ]0; +o0] Inx zlnz —x+c¢
12 | R e’ e’ +c

(c est une constante).

Tableau des primitives qui sont des fonctions composées.
En notant u = u(z) etw’ = u/(z), sur tout intervalle ou u(z) et f(z) = gou(z) = g(u(x)) sont définies et continues,
on peut utiliser les primitives suivantes :



| | Conditions | f=gou=g(u) | Primitive F |

1 uu! —u +c

2 n entier, n >0 uu’ n+1 utl 4+ ¢
3 nentier,n > 2 etu(z) # 0 = =u" W

- n 1 u” 1

4 | nentier,n < —2etu(x) #0 u"u’ n+1 thye
5 | aréel, a 75 —letu(z) >0 u“,u' —u T+
6 | u(z)> \7;—}7 2 /u+c

7 | u(z) > “ Inu+c

8 | u(x) < % In(—u) +¢
9 | u(z)> u'lnu ulnu —u+c
10 etu/ e“+c

Tableau des primitives qui sont des sommes, des produits ou des quotients.

A partir des formules de dérivation d’une somme, d’un produit, d’un quotient, et lorsque cela a un sens, on a les pro-
priétés du tableau ci-dessous.

(u=u(x), v =u(x),v=0v(z)etv =o' (x)).
Les autres primitives s’obtiennent en ajoutant une constante c a F.

| | Nature de la primitive | f | Primitive F
1 | Somme u + v U+ v
2 | Différence u — v U—10
3 | Produit uw'v 4+ uv’ uv
4 | Inverse =y 1
5 | Quotient s n




Chapitre 2

Fonctions Logarithme Neépérien et
Exponentielle Népérienne.

2.1 Logarithme Népérien

2.1.1 Définition du logarithme népérien
définition.

La fonction Logaritme népérien = — In(z) est la primitive, définie sur ]0; 4+-oo[ et s’annulant au point 1 de la
fonction 2 — 1. C’est donc la fonction définie par :

1
x €]0; +o0; lnx:/ gdt.
1

Premieres propriétés.

De la définition de la fonction In 2 on déduit immédiatement :
La dérivée de In(z) est 1. La fonction In(x) est strictement croissante, en effet sa dérivée est strictement positive sur
R =]0; +o0].
Le logarithme népériende 1 estnul : In1 = 0.
Si w est une fonction dérivable et strictement positive de la variable = on peut écrire In(u(x)) = In ou(z) et la dérivée

est (Inu) = %,

u

exemple : (Inz?) = 2¢ = 2 maisonaaussi (2Inz) =22,

x

2.1.2 Propriétés algébriques du Logarithme Népérien

On suppose dans ce qui suit que a, b, ... sont des réels strictement positifs.

Logarithme népérien d’un produit, d’un quotient.

In(ab) = In(a) + In(b) etIn ¢ = In(a) — In(b).
Cas particulier : In § = — In(b).

Logarithme népérien d’une puissance.

n € Z In(a™) =nln(a).

Logarithme népérien d’une racine carrée.

Inv/a = 11n(a).



Remarque.

On a vu plus haut que (Inz?)’ et (21Inx)" sont égales, cela signifie que In 22 = 21Inx + ¢, mais en remplagant =
par 1 on peut voir que 0 = ¢. C’est donc a partir de la définition que I’on montre In 22 = 21n x et aussi les propriétés
algébrigues énumérées ci-dessus.

On peut, par exemple dériver In(ax) pour voir que In(az) = Inz + ¢ (0U ¢ est une constante) puis remplacer = par 1
pour trouver ¢ = In a et conclure que In(az) = Ina + In .

Exemple.

In % = In(18a*v/3b) — In(32¢) = In(18a*) + In(v/3b) —In32 — Inc
=In18+Ina* +Inv3b—-1n25—lnc=2In3+1n2+4lna+ %ln3+ %1nb751n2—lnc

= %ln3—4ln2+4lna+ %lnb—lnc.

2.1.3 Etude de la fonction logarithme népérien et représentation graphique

On étudie x — Inx sur R% =]0; +ool.

Limites.

a) Onadmettra que lim, .o lnz = —oco et aussi que
b) limg— 4o Inz = +00.
c) On a aussi pour tout entier n > 1, lim,_, 1 l;j—;” =0.

Remarque : en posant t = % comme Int = —Inzx, si x tend vers +oo, alors ¢ tend vers 0 et lim;_,olnt =
limy 400 In % =lim, 400 —Inz = —o0.

de méme, lim, g z" Inz = lim;_, ; o tin ln% = limy_, 4 o _tlft =0.D’ou:

d) lim, .g2"Inz = 0 et en particulier lim,_.gzInxz = 0.

Dérivée.

On a vu que la dérivée est strictement positive.

Tableau de variations;;

T 0 400
In'x = % +
Inz —o00 /1 4o

Une bijection.

De:
—lim; olnz = —ocetlim, 4o Inz = 400,
— In z est dérivable sur |0; +o0],
— In x est strictement croissante sur |0; +oo].

On déduit que la fonction logarithme népérien est une bijection de |0; +oo[ sur R =] — oo; +o0].
C’est-a-dire que :

— Tout élément « de ]0; +oo[ a une image (et une seule) dans R =] — oo; +o],

— Tout élément y de R =] — oo; +00[ a un antécédent et un seul = dans |0; +oo[. (Inz = y).

En particulier le nombre 1 a un antécédent unique que I’on appellee: Inz = 1 équivauta x = e.
Onae~ 2,71828.
Pour tout n € Z, c’est a dire pour n entier positif ou négatif :  Ine™ = n, I’antécédent de n est e™.
On dit encore que la fonction logaritme népérien est le logarithme de base e.



Représentation graphique

2.1.4 Autres Propriétés
Equations

L’équation In = a admet une solution et une seule dans ]0; +oo]. (In est une bijection). On verra plus en détail
ceci au chapitre de I’exponentielle népérienne.

Inéquations

L’inéquation Inz < a, ol @ est un nombre réel donné, admet pour ensemble de solutions |0, o[ o Ina = a, en
effet In est une bijection strictement croissante de ]0, +oo] sur | — co; +o0.

Primitive de “7/
La dérivée de In u est “7 donc les primitives de % sont de la forme In u + c ou c est une constante réelle.

exemple: [y 2L dt = [In(t? +t+3)]§ = In(2? + 2 +3) —In(4+2+3) = In(2? + 2+ 3) — In(9) = In THE2,

2.2 Exponentielle népérienne

2.2.1 Définition et premieres propriétés

On a vu que la fonction logarithme népérien est définie sur R* , est dérivable, strictement croissante, a pour limites
lim, ,oIlnz = —oo et lim,_, o Inz = +00, on peut donc donner la définition suivante.

Définition

exp

r ZP oy squivauta z < g
La fonction exponentielle népérienne, parfois notée x — exp(x), est la fonction définie sur R, qui a tout réel x fait




correspondre le réel strictement positif, unique, y = exp(x) tel que z = Iny.
En le disant autrement : exp(a) est la solution unique de I’équation, d’inconnue ¢, In(t) = a.

Exemples

exp(0)=1|car0=1In1, |exp(l) =e|carl =Ine, exp(2)=e?car2 = In(e?).

Premiéres propriétés

— Pourtoutn € Z, exp(n) = e carlne” = nlne =n.

— La fonction exponentielle népérienne est la fonction réciproque de la fonction logarithme népérien, (et inverse-
ment : la fonction logarithme népérien est la fonction réciproque de la fonction exponentielle népérienne).

La fonction exponentielle népérienne est une bijecrion de R vers R*.

— Quel que soit le réel z, | exp(z) > 0.

Notation exponentielle
On a vu que pour tout entier n € Z on avait e™ = exp(n), on décide de donner un sens a la notation e® ol « est
cette fois un réel quelconque en disant que : e® = exp(a).

Par exemple : on savait calculer e? = e x e x e, I’exposant 3 correspond au nombre de facteurs du produit, mais ce
mode de calcul ne convient pas a ¢%1° pour lequel on calculera %1% = exp(0, 15).

2.2.2 Propriétés algébrigues de la fonction exponentielle népérienne

Ces propriétés correspondent a celles de la fonction logarithme népérien.

Tableau des propriétés

En écrivant z = Ina et y = In b ou, ce qui revient au méme, a = e® et b = e¥, on passe aisément des propriétés
du logarithme & celles de I’exponentielle.
Les réels a et b sont strictement positifs.

Exponentielle Logarithme
somme et =¢e* x eV || Ina+1Inb=1In(a x b) | produit
opposé et =2 —Ina=Inl inverse
différence etV =9 Ina—Inb=In¢ quotient
produit par une constante & | e** = (e*)* Klna =Ina® puissance
exposant moitié e2® = /e tlna=Inya racine carrée

Relations fonctionnelles

— Exponentielle : exp(z + y) = exp(z) x exp(y) qui correspond & est appelée une relation fonction-

nelle.

c’est de cette relation que peuvent se déduire les autres propriétés du tableau.

— Logarithme : ‘ Ina+Inb = In(ab) ‘est aussi une relation fonctionnelle.




2.2.3 Etude des variations de I’exponentielle népérienne

g

Limites

lim, . s e*=0 lim, 400 €® =400

neZ limg, z"e* =0 lim,, 4 € — t0

xn

Comme lim,_,_ e* = 0, I’axe (Ox) d’équation y = 0 est asymptote & la courbe représentative de la fonction
exponentielle.

Dérivée
En admettant que la fonction exponentielle est dérivable sur R. De ln e* = z, en dérivant I’un et I’autre des deux
membres on ob(tig)r]t :
(mery =5
et ()’ = 1donc (ee—m) =1dou|(e*) =e".

On en déduit pour toute fonction dérivable u : = — w(z) la propriété| (e*)’ = u’e".

Variations

La fonction exponentielle e* est strictement positive, sa dérivée e* aussi, la fonction exponentielle est donc stric-
tement croissante sur R.

x —00 “+00
dérivée e +
exp(z) =¢€” | 0 /. 4o




Courbe représentative

Dans un repére orthonormal les deux courbes représentatives des fonctions exponentielle et logarithme népérien
sont symeétriques par rapport a la droite d’équation y = .

2.3 Autres fonctions Puissances

2.3.1 Puissances d’exposant entier

2.3.2 Exposant négatif

fonctionsz — 27! =1, # — 272 = J;, par exemple.

A4

2.3.3 Exposant supérieur ou égal a 1

Ces fonctions sont définies sur R tout entier, ce sont, par exemple :

r—x, r—x r—x xr— xtetc

A4




2.3.4 Puissances d’exposant reel
Définition

Pour tout réel strictement positif a, a > 0, et tout réel b quelconque, on définit a® par .

Remarques

En prenant le logarithme du second membre on obtient In(e®'™ %) = blna ce qui permet d’étendre la formule
nlna = Ina™ au cas ol I’entier n est remplacé par un réel quelconque b. Le premier membre donne |In(a’) = bIna.

Il faut bien faire attention que si I’exposant n’est pas entier, a® n’est définie que pour a > 0, ainsi on peut écrire par
exemple 2v2,

Dans I’écriture a®, a est la base, b est I’exposant. 2 — a” est la fonction exponentielle de base a, a > 0.

cas particulier : Pour a = 1 et b quelconque, 1° = 1; Eneffetln 1> =bln1 =bx0=0=1In1.

2.3.5 Etude de fonctions z*
Dérivée

Lafonction f : z +— f(x) = 2% = e*!% ol « est un réel constant donné, est définie et dérivable sur ]0; +ocl.
f'(x) = (alnz) x e?™m* = 2z = gz, formule qui correspond, dans le cas ol I’exposant est entier &
f(x)=2a", f'(x)=mna""L.

Le signe de la dérivée est donc celui de a.

Siaw < 0lafonction f: z+— f(x) = x® est strictement décroissante.

Sia > 0lafonction f: = +— f(x) = z® est strictement croissante.

Les limites s’obtiennent a partir de celles de la fonction e*. On peut aussi distinguer lescas 0 < o < 1 et1 < o, les
courbes ont des allures différentes.

N
7

O I

casa=—v2eta=—0.4.



)4

casa=03a=1leta=+2.

2.4 Exponentielle de base a

2.4.1 Dérivée et Variations

La fonctiona > 0, x +— f(x) = a® = e*!n@ est définie sur R et dérivable sur R, sa dérivée est f'(z) =
(Ina) x e*™? = (Ina)a®, dont le signe est celui de In a, on distingue donc les trois cas :
0 < a < 1, la dérivée est strictement négative et 2 — a” est strictement décroissante.
a =1, ce cas a peu d’intérét, la fonction est constante égalea 1 : x — 1.
a > 1, la dérivée est strictement positive et 2 — a® est strictement croissante.

Les limites s’obtiennent aisément a partir de celles de la fonction z — e*.



2.4.2 Courbes représentatives

>
@) I
Les valeursde awsont 0,5 0,9 /2 et 2.

2.5 Exponentielle et Logarithme de base a, a > 0eta # 1

2.5.1 Fonctions réciproques x — a” ett — log, t

Lafonctiona > 0, a # 1, x — f(x) = a® = e*? est définie, dérivable (donc continue) et stictement
monotone sur R, ses limites aux bornes de R sont 0 et +oc (dans cet ordre ou non); et est donc une bijection de R
sur ]0; o0, sa bijextion réciproque est la fonction logarithme de base a, (@ > 0 et a # 1), qui peut se noter log,,, Si
a = 10, ;091 est le logarithme décimal, encore noté log.
t=e*me = g7 équivauta L = z d’oli log,, t = 1L et en particulier log,, t = logt =

Ina Ina

Int
In10°

2.5.2 Propriétés du logarithme décimal

La fonction logarithme décimal est définie et dérivable sur ]0; +cc.
Comme 10 > 1, les fonctions x — 10% et t — logt = 1:1“1‘50 sont strictement croissantes. La dérivée de la fonction
logarithme décimal est (log )’ = ({2%)' = —1:5 > 0.
Les propriétés algébriques sont :
logl = 0,log10 = 1, @ € R, logl0* = q, en particulier n € Z, log10™ = n, ce qui donne par exemple
log 1000 = 3 ou encore log 0,000 1 = —4.
Onaaussia >0, b >0, logab=loga — logb etc.

2.5.3 Papier logarithmique

Sur la figure ci-dessous sont représentées les fonctions x — e,z +— 2%, — 25% 2 +— 0, 5%,
Le premier axe est régulierement gradué ( 1 unité = 1 cm), le second est gradué différemment les graduations princi-
pales sont 1 10 100 .. .vers le hautet 1 0,1 0,01 .. .vers le bas.
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Sur la seconde figure les fonctions sont z — logz, z +— Inx, x — z,  —

[\
\

Sur la troisieme figure, les fonctions sont = +— z,  — (3e™Z+1)),
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Chapitre 3

Calcul Intégral

3.1 Intégrale d’une fonction continue ou continue par morceaux

3.1.1 Intégrale d’une fonction continue sur un segment réel
Intégrale et Aire

Soit la fonction f définie et continue sur I’intervalle I = [a; b].

On sait la fonction continue f admet des primitives sur I’intervalle 1.

Supposons de plus que f est positive sur I’intervalle I, c’est-a-dire que pout tout ;, « € I, f(x) > 0.

Appelons Cy la courbe représentative de f dans le repére (O; i, j’). La région plane R délimitée par la courbe CY,
I’axe (Ox) et les deux paralléles & (Oy) d’équations = = a et = = b correspond a I’ensemble des couples (z;y) tels
que :

a < x < b
0 <y < flo)
y
1 unité d’aire =

uvcm 2

unité sur
(%y)
vem

o ucm

unité sur (Ox)

On remarquera que a < b.

Soit F' une primitive, sur le segment I, de la fonction continue f. L’aire A de la région R, en unités graphiques, est
F(b) — F(a).

Cette aire A sera notée

b
[ fat=A=F) - o) = (F@L.

unité graphique : Cette A aire est donnée en unités graphiques. 1 unité graphique d’aire est, dans un repere
orthogonal, I’aire du rectangle de c6tés 1 sur les axes.
Si les unités sur les axes sont : » cm sur (Ox) et v cm sur (Oy), alors 1 unité graphique correspond a uv cm?.
L’aire en cm? estalors A’ = A x u x v cm?.
Lafonction f : = — f(z) = —x + 4 est positive sur | — oco; 4] et donc aussi sur I’intervalle [1; 3].
f13(7t+4)dt = [fé +4t]3 = =9 +12— (-1 +4) = 4 est I"aire d’un trapéze dont les deux bases verticales ont pour

21
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— — — Y (B+1)x2 _ o 1 3 X
longueurs f(1) = 3 et f(3) = 1 et dont la hauteur est 3 — 1 = 2. L aire est donc -~~~ = 4.

Intégrale et primitive

Soit f une fonction continue sur I’intervalle I et soit F' une primitive de f sur I’intervalle I.
Pour tous réels a et b de I’intervalle I, on appelle « intégrale de a & b de f » la différence F'(b) — F(a) et on I’écrit :

b
/ ft)dt = F(b) — F(a).
a et b sont appelées les bornes de I’intégrale.
Intégrer la fonction f entre a et b c’est calculer cette intégrale.
On peut remarquer que si G(x) = F(z) + c est une autre primitive, quelconque, de f(x), alors G(b) — G(a) =
F(b)+c—(F(a)+c¢)=F(()+c—F(a) —c= F(b) — F(a) = f: f(t)dt et donc que I’on peut utiliser n’importe
laquelle des primitives de f sur I pour définir I’intégrale.
fab f(t)dt = F(b) — F(a) = G(b) — G(a). Soit f(z) = (v —1)?> — 1 = 22 — 2z oU f est définie et continue sur R.
Une primitive sur Rde fest F: F(z) =
[P r(t)dt f(t2—2t)dt Lopr (2 a2 =8 —p2— 22
i@ —2tdt =4 1=~
2
I, (t272t)dt %*4*(? —4)=18
Jt? —20dt =z —1— (5 —4)=0.
[2@? —2t)dt = 5 — 22,
On peut remarquer que les deux bornes a et b de I’intégrale peuvent étre choisies quelconques dans I’intervalle 7, on
peut avoir aussi bien a < b que a > b ou a = b. Evidemment la valeur de I’intégrale dépend de ce choix. Les bornes
a et b peuvent étre des constantes ou des variables, (comme z dans I’un des exemples). Si I’une des bornes est une
variable, I’intégrale est une fonction de cette variable :
Jo @ —2t)dt = 23—3 — 22 définit une fonction de la variable réelle z.
variable muette
L’intégrale f f(t)dt peut s’écrire aussi f f(x)dx ou encore f: f(X)dX ...La valeur de cette intégrale ne dépend
que de f, de a et de b et pas du tout du choix de t, x ou X ...On dit que la variable ¢, z ou X ...est une variable
muette. Par exemple :
f2 (t — 2t)dt = 12 est une constante, donc indépendante de la variable ¢.

fo (12 — 2t)dt = = — 22 est une expression qui dépend de la variable z mais pas de la variable .

On obtient Ies mémes résultats en changeant de variable muette :

[2 (2% —22)dz = 18 et Jo w? = 2w)dw = = — 22 — Lintégrale [* f(t)dt est nulle, en effet [ f(t)dt =
F(a) — F(a) =0.

Si les bornes sont égales, I’intégrale est nulle.

— L’intégrale f: 0dt est nulle, en effet une primitive de la fonction nulle est une constante, prenons par exemple
F(z) = 0 et I’intégrale est donc 0-0=0.

L’intégrale d’une fonction nulle est nulle.

— Les deux intégrales f f(t)dt et fb t)dt sont opposées, en effet la premiére est F(b) — F(a) et la seconde
F(a) — F(b).

Si on échange les bornes, on obtient I’ opposée de I’intégrale.

— Les deux intégrales ff ft)dt et f ))dt sont opposées, en effet la premiere est F'(b) — F'(a) et la seconde
—F(a) = (=F(b)) = —F(a) + F(b) = (F(a) — F(b).

Les intégrales sur [a; b] de deux fonctions oposées sont opposées.



Calculs d’aires
fonction continue positive

Sipourtoutz € I, f(x) > 0etsi[a;b] C I, alors I’aire A, en unités graphiques, de la région définie par
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est A = fabf(t)dt.

fonction continue négative

Sipourtoutz € I, f(x) < 0etsi[a;b] C I, alors I’aire A, en unités graphiques, de la région définie par

b
0

—
=

8 IS
INIA
NS
INIA

est A= — [ f(t)dt.

Autrement dit, I’intégrale J = fab f(t)dt est négative et J = f; ft)dt = —A.
En effet, si g est la fonction définie sur I’intervalle I par g(x) = — f(x), les courbes C,, et C'y sont symétriques I’une

-,

de I"autre par rapport & I’axe (Ox) du repére orthogonal (0;7, ) et I’aire A est A = f;g(t)dt = f; —f(x)dx =
— [P f(tyat.

fonction continue quelconque

Si la fonction f change de signe sur I’intervalle I = [a; b], on décompose I en plusieurs intervalles sur lesquels f
est de signe constant.
exemple :
D’apreés la figure ci-dessous, I’intégrale J = f; f(t)dt est égalea J = f; ft)dt = —A; + As — Az, 00 Aq, Ay et
As sont des aires et sont des réels positifs.

Inversement, I’aire totale A est A = Ay + Ay + Az = — [ f(t)dt + fcdf(t)dt - f;’ f(t)dt.

3.1.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

a) Soit la fonction f définie sur I’intervalle I, ouvert ou fermé, de bornes a et b, a < b.
S’il existe une subdivision de I’intervalle [a; b], [a;b] = [ao;a1] U [a1;a2] U ... U [an—1;a,] aveCa = ap < a1 <
as < ...< an—1 < a, = btelleque:



— la fonction f est continue sur chacun des intervalles ouverts |ag; ai1[, Jai; azl,. . .,Jan—1; anl,

— dans chaque intervalle Ja;; a;11[, la fonction f admet des limites finies aux bornes (lim -+ f(x) existe et est
finie; limgHa;1 f(x) existe et est finie), '

on dit que la fonction f est continue par morceaux.

Autrement dit : Si f est définie sur un intervalle I et est continue en tout point de I, sauf peut-étre en un nombre fini

de points de I ou les limites a gauche et a droites existent et sont finies, on dit que f est continue par morceaux.

Les fonctions continues sur un intervalle, les fonctions en escalier, les fonctions affines par morceaux sont des fonc-
tions continues par morceaux.

La définition d’une fonction continue par morceaux est illustrée par la figure ci-dessous, I’intervalle [a; b] est découpé
en 4 intervalles, (n = 4).

y Ct
[
T
o
1 \46 /
/ 9\ b=ay
O 1 arag al.// %) ag \ X
\

En reprenant les mémes notations que ci-dessus. Si f est continue par morceaux sur I’intervalle I de bornes a et b,
a < b, alors, on peut définir I’intégrale J = ff f(t)dt.
J est la somme des intégrales f;i“ fi(t)dt ou les fonctions f; sont définies et continues sur les intervalles [a;; a;+1]
et égales a f surJa;; a;t1].

c) Exemple 1 : La fonction en escalier partie entiere E. f(i’; E(t)dt = fO{Q 0dt + ff ldt + f; 2dt + f33’7 dt.
La fonction E est continue sur chacun des intervalles ouverts 10, 2; 1], ]1;2[, ]2; 3], ]3; 3, 7[; elle admet une limite
finie & droite et a gauche aux bornes de ces intervalles, (par exemple lim,_,,- F(x) = 1).
o B(t)dt =0+1+2+3x0,7=5,1.
y
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partie entiere E(x) sur [0,2; 3,7]

d)2 La fonction f, affine par morceaux, définie par :

x €] —o00;0[, flx)=-2zx-1
z=0, f(0)=0
v €0 ool flx) = 2011



Ct

Soit J = [2, f(t)dt = [° (=2t — V)dt + [5 (=2t + 1)dt = [—1> — )% + [ + 13 =06 = —6.



3.2 Propriétés des Intégrales

3.2.1 Primitives et Intégrales

Propriété. Soit f définie et continue sur I’intervalle I et soit zo € I un point quelconque, donné dans I.
La primitive de f(x) s’annulant au point z¢, zo € I, est f”“ f@)

L’ensemble des primitives de f(x) est f f(t)dt + c ou c est une constante.
La primitive de f(x) prenant la valeur Yo au point xg, xo € I, est fzo f&)dt + yo.

Eneffetsi z = zo,ona [ f(t)dt = 0et [° f(t)dt + yo = yo.

exemple : La primitive de f(z) = %, s’annulant au point e, est [ +dt = [lnt] =Inz —Ine=In(z) — 1.
La primitive F'(z) de f(z) = 1, prenant la valeur F(1) = e au point 1 est F(z) = [’ 3dt + e = [Int]{ + e =
Inz —0+e=In(x)+e.

3.2.2 Linéarité de I’intégrale
a) Intégrale d’une somme de deux fonctions

Propriété. Soient f et g deux fonctions définies et continues, ou définies et continues par morceaux, sur le méme
intervalle 1.
Pour tout réel a, a € I, ettoutréel b, b € I, fab(f(t) +g f f(t dt+f g(t
(L’intégrale entre a et b d’une somme de deux fonctions est egale a la somme des mtegrales entre a et b de chacune
des deux fonctions.)
Dans le cas ou f et g sont continues sur I, soient I et G des primitives de f et de g.
On sait que F' 4+ G est une primitive de f + g et donc :

fb(f(t) g(t ))dt [ (t) + G = F(b) + G(b) — (F(a) + G(a)) = F(b) + G(b) — F(a) — G(a).

J; fdt+ [ g(t)dt = [F@)% + [G#)h = F(b) = F(a) + G(b) — Gla) = F(b) + G(b) — F(a) - G(a). lly a
bien égalité.

On admettra la propriété dans le cas ou I’une au moins des fonctions f ou g est continue par morceaux.

exemple : [ 5t%dt + [ 32%dz = [ 5t3dt + [ 3t*dt = [ 8t*dt = 523

b) Intégrale du produit par une constante d’une fonction

Propriété. Soit f définie et continue, ou définie et continue par morceaux, sur I’intervalle I et soit A une constante
réelle.
Pour tout réel a, a € I, ettout réel b, b € I, fab Af(t)dt = )\fab f(t)dt
(L’intégrale entre a et b du produit par une constante d’une fonction est égale au produit par cette constante de I’inté-
grale entre a et b de la fonction.)
Dans le casou f est continue sur I, soit F' une primitive de f, la démonstration s’obtient en calculant les deux membres
de I’égalité qui sont égaux & AF'(b) — AF(a).

exemple : Sachant que fo t)dt = 0, calculer fo 3r(@t)

cas particulier : Si A = —1 on retrouve la propriété déja vue, f —f(t)dt = — f f@)

c) Intégrale d’une combinaison linéaire de fonctions

L’ensemble des deux propriétés précédentes se résume en disant que I’intégrale est linéaire.
On peut aussi donner une seule propriété :

Propriété. Soient f et g deux fonctions définies et continues, ou définies et continues par morceaux, sur le méme
intervalle I, soient \ et i deux constantes réelles.

Pour tout réel a, a € I, ettout réel b, b € I, fab(Af(t) + ug(t))dt = )\f: f(t)dt + ufabg(t)dt



cas particuliers :
Si A = 1 ety =1 onretrouve f;(f(t) +g(t))dt = f; f(t)dt + ffg(t)dt
SiA=1letpu=—1onobtient [ (f(t) —g(t))dt = [ f(t)dt — [ g(t)dt
(L’intégrale entre a et b d’une différence de deux fonctions est égale a la différence des intégrales entre a et b de
chacune des deux fonctions.)

exemple : [ 2t — 3¢ldt = [ 2tdt — 3 [ efdt =

3.2.3 Relation de Chasles

Propriété. Soit f définie et continue, ou définie et continue par morceaux, sur I’intervalle I.
Pourtousréelsa € I,be Tetce I, [ f(t)dt+ [7 f(t)dt = [ f(t)dt

Si f est continue sur I et a pour primitive F',ona:
ff f)ydt + [ f(t)dt = F(b) — F(a) + F(c) — F(b) = F(c) — F(a) = [ f(t)dt

cas particulier : f; f)ydt+ [ ft)dt = [ f(t)dt = 0donc [, f(t)dt = — b f(t)at.

a

exemple : [ 2tdt = [° 2tdt + [} 2tdt = — [ 2tdt + [ 2tdt = —[t*]5 + [t?]} = 0.

3.2.4 Comparaison des intégrales
a) Intégrale d’une fonction de signe constant

Propriété. Soit f définie et continue, ou définie et continue par morceaux, sur I’intervalle I et soient deux réels a
etbdel.
Sia < betsipourtoutz, x € I, f(z) > 0, alors ff f(t)dt > 0.

Si f est continue sur I elle est la dérivée positive de sa primitive F' et F" est donc croissante, d’ou F'(b) — Fl(a) > 0
c’est-a-dire f; f(t)dt > 0.

b) Inégalités entre fonctions et entre intégrales

Propriété. Soient f et g deux fonctions définies et continues (ou continues par morceaux) sur I et soient a et b
deux réels éléments de 1.
Sia < betsipourtoutz, x € I, f(z) < g(x), alors, f: f(t)dt < f:g(t)dt

Cette propriété est une conséquence de la précédente. Comme f(z) < g(x) on a g(xz) — f(x) > 0 donc

[2g(t) — @)t = 0dou [ g(t)dt > [ F(t)

exemple 1 : Siz > 1 alors 2 > z, (pour le montrer, on peut multiplier les deux membres de la premiére inégalité

par x qui est positif), on a donc, pour tout 2 > 1, fl t2dt > fl tdt, ce qui donne %- — l > ””— - %

exemple 2 : La propriété ci-dessus permet d’encadrer une intégrale par d’autres intégrales plus aisées a calculer.
Soit par exemple la fonction f telle que pout tout = € [0; 1], 3I+2 < f(z ) < 3I+1

Ona [, z25dt < [ f(t)dt < fo Btildt ce qui donne [2 In(3¢ + 2)]§ < [} f(t)dt < [2In(3¢ + 1)]} d’ou finale-
ment, aprés 5|mpI|f|cat|0n ln 2 < fO t)dt < 2 3 In2.

¢) Valeurs absolues

Soit f définie et continue, ou définie et continue par morceaux, sur I’intervalle I et soient deux réels a et b de 1.
Pourtout z, = € I,0na —|f(x)| < f(z) < |f(x)| etdonc,sia < b, — [ |f(z)|dz < [ f(a)da < [7|f(x)|dz. On
en déduit :



< [ as

sia<b 0<

/ab f(z)dx

Exemple :
Les fonctions représentées sur les figures ci-dessus sont f : x — f(x) = W, sa valeur absolue
| f| (courbe au-dessus de (Ox), et enfin —| f|, (courbe au-dessous de (Ox)).
f(z) = L(2° + 2% — 62° — 42® + 82) a pour primitive F'(z) = (325 + & 3% — 223 + 42?) d’oU
1
[, f@ da:_L(§+§—%——+4——+ +3-4-4)= %(%-%):-13—;)
’f f(@)da| = .

f_1|f( |dzf—f f(z dx+fo x)dr = —F(0) + F(~=1)+ F(1) — F(0) = F(-1)+ F(1) =
=pE-s-5+3+4)+ 5 (%+%—%—%+4>=%<l—3+8)=%=%-

On abien 24 < 18 c’est-a-dire ‘f f(z da:‘ < [1 1f(x)|da.

d) Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

Exemple :
v
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0 1 heure 2 heures
Le schéma ci-dessus représente la vitesse v(t) (en km/h) d’une automobile en fonction du temps ¢ (en heures). Le
trajet a duré exactement deux heures et on peut voir que la vitesse était d’environ 80 km/h durant ce trajet.

La distance parcourue est d = fo t)dt et la vitesse moyenne est v,,, = 4 = 1 f02 v(t)dt

Définition.
Soit f définie et continue, ou définie et continue par morceaux, sur I’intervalle I et soient deux réelsa etbde I, a < b.
La valeur moyenne de la fonction f sur [a; b] est fab f(t)dt

e) Inégalité de la moyenne

Explication : Sur la figure ci-dessous, la fonction f est telle que pour tout = € [a;b], m < f(z) < M, on a donc



ff mdt < f; ft)dt < ff M dt ce qui donne m(b —a) < ff f(t)dt < M(b— a), et enfin, en divisant par (b — a) qui

est strictement positif : m < - ff f(t)dt < M.
m est un minorant et M un majorant, sur I’intervalle [a;b], de la fonction f, souvent ce seront les minimum et
maximum, sur I’intervalle [a; b], de f.

y
M
f(X)
N
e ™
L
m
o} a x b
Propriété.

Soit f définie et continue, ou définie et continue par morceaux, sur I’intervalle I et soient deux réelsa etbde I, a < b.
Si, sur I’intervalle [a; b], m est un minorant et M un majorant de la fonction f, alors,

b
m < L/ F(t)dt < M.

“b—a
Exemple : Si de 13 ha 15 h, la vitesse v(t) de la voiture est restée comprise entre 60 et 90 km/h, alors la vitesse
moyenne v,,, est comprise entre 60 et 90 km/h.

60 < v(t) < 90 entraine 60 < =irs [1 v(t)dt < 90.

f) Inégalités des accroissements finis

Soit la fonction f définie et dérivable sur [a;b], (a < b)), dont la dérivée f’ est continue sur [a; b], et telle qu’il
existe deux réels m et M vérifiant m < f'(z) < M.
Onam < ;- f; Ft)ydt < M dotm < {818 < rf car f est une primitive de f’. En multipliant par b — a
strictement positif, on obtient m(b — a) < f(b) — f(a) < M (b — a).
y
M(b-a)

(b
® f(b)-f(a)

m(b-a)
f(a)

o) a b X

Propriété. Soit la fonction f définie et dérivable sur [a; b] dont la dérivée f’ est continue sur [a; b] et soient deux
réels m et M.
Sipourtout z, x € [a;b], m < f'(z) < M,alorsm(b—a) < f(b) — f(a) < M(b— a).

On pourrait montrer qu’il existe un élément ¢, ¢ € [a; b], tel que f(b) — f(a) = f'(c) x (b — a).

En oubliant les valeurs précédentes de m et de M, supposons que I’on ait I’inégalité | f'(x)| < M, ou, ce qui revient
au méme, —M < f’(x) < M. La propriété des accroissements finis donne: —M (b —a) < f(b) — f(a) < M(b—a)
et donc |f(b) — f(a)] < M(b— a). Si a et b sont quelconques dans I on peut généraliser la propriété en écrivant
|f(b) = fla)| < M x |b—al.

Propriété. Soit la fonction f définie et dérivable sur I’intervalle I, dont la dérivée f est continue sur I, soient a et
b deux éléments quelconques de I et M un réel positif.
Sipourtoutz, x € I, |f'(x)| < M, alors, |f(b) — f(a)| < M x |b— al.

Supposons maintenant que f est définie et continue, ou définie et continue par morceaux, sur I’intervalle I et que
a et b sont deux éléments de I, a < b. Soit aussi le réel K.
|f(z)] < K équivauta —K < f(z) < K. Intégrons la premiére inégalité, on obtient f: |f(x)dx < K(b—a), etdonc



0< [} f(@)da| < [} 1f(@)ldw < K(b—a),

Propriété. Soit f définie et continue, ou définie et continue par morceaux, sur I’intervalle I, deux réels a et b de
I, a < betunréel positif K.
Sipourtoutz, z € I, | f(z)| < K, alors, 0 < ‘f:f(t)dt‘ < f: |f(t)|dt < K(b—a).

3.3 Calcul des Intégrales

3.3.1 Utilisation des primitives

a) Tableau

\oici un rappel, sous forme de tableau, de quelques propriétés des primitives et de leur utilisation dans le calcul
des intégrales.

Les fonctions u, v sont dérivables sur I’intervalle I et vérifient les conditions indiquées sur tout I’intervalle I. Les réels
a et b sont quelconques dans 7

A la ligne 7 du tableau, lorsque la primitive est une puissance :

— si I’exposant « est un entier strictement négatif, une condition supplémentaire est u # 0,

— si a n’est pas entier, la condition supplémentaire est u > 0.

| Conditions | Nature de la primitive | fonction f | une primitive F | intégrale |
1 A Au f A/ dt = [Mulb = A[u]?
2 Somme u 4 v u+ v fab(u +u")dt = [u+v]% = [u]® + [v]°
3 Différence u — v u—v fab(u’ —v)dt = [u — )% = [u]’ — [v]?
4 Produit w'v 4 uv’ uv fab(u v+ uv')dt = [uv]®
5 u#0 Inverse =% 1 fab gt =[1]%
6 v#£0 Quotient wv—uv u f ulv—ud gy — [u]b
7 a#—1 Puissance uu’ v IK u“u’dt [ )8
8 u>0 Racine carrée v o [P 2f =[Vul®
9 u>0 Logarithme w Inu fa Yt = [Inul’
10 Exponentielle e’ et fnb etu'dt = [e*]?
11 Composée g ouxu gou fabg’ou xu dt =[gou)’
b) Exemples.
f (2 = 3t +4)dt = [ — 3 4]} f (let + tet)dt = [tet]
f (t;i‘fié)z = [p= t+3]2 f Qt +1) 4dt [%]Z
N Qj;_dt Vit + 1] = [In(e’ + 1))
f; —2te~Vdt =[]}
3.3.2 Intégration par parties
A la ligne 4 du tableau figure la propriété fb u'v+ uv')dt [w } en utilisant la linéarité de I’intégrale on obtient
f: u'vdt + f; uv'dt = [uv]?, etenfin en transposant : f u'vdt = f w'd

Propriété.
Soient u et v deux fonctions définies, continues et dérivables sur I’intervalle I, dont les dérivées «’ et v’ sont continues
sur I. Soient a et b deux éléments quelconques de 1.

On a I’égalité
b b
/ v'vdt = [uv]? f/ uv'dt.
a a



Exemple 1. Déterminer une primitive de In x en calculant I’intégrale A = flz Intdt.

On peut écrire A = [” 11Intdt et en comparant ;" 1Intdt & f: u'vdt, on peut poser v’ = 1,v = Intetu = ¢,
1
o =1
A= fl Intdt = [["1Intdt = [tInt]y — [[t1dt =zlnz— [[dt=anz—[{]f =zhz—z+ 1.

La primitive de In 2 qui s’annule pour z = 1 est rlne —x+1.
Exemple 2. Calculer [ t?¢'dt.

Jo tetdt = [t2e']g — [ 2teldt = a?e” — ([2te’]E — [ 2€'dt) = x?e” —2xe” +[2e']§ = x?e” — 2we” 4 2¢" - 2.
(En intégrant deux f0|s par parties apres avoir remarqué que u’ = e est la dérivée de u = e?).

Vérification :
a) Pour = = 0, I’expression obtenue est nulle.
b) En dérivant I’expression obtenue.
(22e® — 2ze” + 2% — 2) = 2ze” + 2%e” — (2% + 22e”) + 2 — 0 = 2we® + 12e® — 2e% — 2ze” + 2 = 2%e”.

3.3.3 Changement de variable

a) Présentation du changement de variables

A la ligne 11 du tableau des propriétés on peut lire fab g ouxu dt=[goul.
Cette propriété peut encore s’écrire fb g'(u) x o' dt = [g(u(t)]® = g(u(b)) — g(u(a)).
Le calcul suivant donne le méme résultat : f“((a)) 9 (2)dz = [g(z)]“(b) = g(u(b)) — g(u(a)), on a donc

u(a)

b u(b)
/ g (u) x v dt = / g'(z)dz.
a u(a)

En remplacant ¢’ par f dans cette égalité et en généralisant, on obtient la propriété, admise, ci-dessous. Cette
propriété est vérifiée lorsque f est continue et pas nécessairement dérivable :
Propriété
Soient I et J deux intervalles réels, u une fonction dérivable sur I, telle que «(I) C .J, dont la dérivée v’ est continue
sur I et deux éléments quelconques a et b de I. Soit f une fonction continue sur J.

b u(b)
w(t)) x v () dt = 2)dz.
/afm) (t) /u(a) f(2)

. u(t): Z
\ u(a)\ f(ut)=f(2)
o 3ot
R R )
| f(u)

Remarques :

— I’expression f(u(t)) x u’'(t) est définie sur I alors que f(z) est définie sur .J.

— les écritures f(u(t)) et w'(¢)dt sont remplacées respectivement par f(z) et dz, les bornes a et b de I’intégrale
changent aussi et deviennent respectivement u(a) et u(b).

L’intérét de la méthode est d’obtenir une intégrale plus simple et plus lisible.



b) Changement de variable de la forme z = u(t) =t + b

Exemple.
Soit a calculer A = f25(t + 4)3dt. On peut poser z = u(t) =t + 4.
dz = u/(t)dt = dt, u(2) = 6 etu(5) =9donc A = [J(t+4)® x dt = [, z3dz = []3.

c) Changement de variable de la forme z = u(t) = at, a # 0

Exemple.
Soita calculer B = [ 3'dt = [ e'™3dt.
Onpose z = u(t) = tIn3, d’ol dz = In 3 dt, u(0) = 0 et u(1) = In 3.
In3

_ (latgy _ 1 tin3g, _ 1 1 tIn3 _ 1 29, — 1 1,21In3 _ _1 [,In3 0] _ 2
B—fOSdt—foe dt—moe h’lgdt—mo edz-m[e]o —m[e —6]—m

e) Changement de variable plus général

Exemple.

2
Soit a calculer C = [ —dt.

On pose z = u(t) = Int et on obtient dz = 1dt, u(e) =Ine = 1 etu(e?) =Ine? =
C=[ f=dt= ff 1dz =[Inz]} =n2.

tint

3.4 Parité et Simplification du Calcul de certaines Intégrales

3.4.1 Intégrales de fonctions paires

y
Cr
N/f()=f@) M
-a -‘t (@] t‘ a

Propriété.
Soit la fonction f définie, continue et paire sur I, un réel quelconque a tel quea € I et —a € I.On a

’ f(t)dt:2/af(t)dt.

Exemple.
J2,(3¢% +5)dt = 2 [2(3t2 + 5)dt = 2[t3 + 5t]2 = 2 x 18 = 36.

3.4.2 Intégrales de fonctions impaires

/o
\\, (=)
Propriété.

Soit la fonction f définie, continue et impaire sur I, un réel quelconque a telquea € T et —a € I.Ona

/a F(B)dt = 0.

—a



Exemple 1.
J2,(t® = 2t)dt = 0.

3.4.3 Décomposition d’une fonction en une somme d’une fonction paire et d’une fonction
impaire.

Propriété.
somme d’une fonction g paire et d’une fonction & impaire, définies sur £ telles que :
9(@) = 3(f(2) + f(=x)) et h(z) = 3(f(z) — f(-=)).

Cette décomposition est unique.

On voit, d’apres leur définition, que les deux fonctions sont, I’une paire, I’autre impaire. Pour montrer I’unicité de
la décomposition on suppose qu’il existe deux décompositions f = g + h et f = g1 + hy et on montre que g; = g et
que hy = h.

Calculons (g1 + h1) — (9 + h) = f — f = 0, ce qui donne g; — g = h — hq, la foncion g; — g est paire et aussi
impaire, car égale a h — h1, c’est donc la fonction nulle : g1 — g = 0, ce qui donne bien g; = g et aussi h = h;.

Exemple 1.
On décompose une fonction polyndme en une somme de deux fonctions, I’une paire, I’autre impaire, en séparant les
mono6mes de degrés pairs et impairs et on calcule la somme des deux intégrales de ces deux fonctions en effectuant les
simplifications.
ot =23+ 6t2 =2t —1)dt = [ (P +6t2 —1)dt + [ (=23 —2t)dt =2 [/ (t* + 61> — 1)dt = £ + 24° —a.

Exemple 2.

e” = &4 — + <=¢— ol lafonction paire ch : x — ch(z) = <£5— est appelée « cosinus hyperbolique » et ol la

fonction impaire sh :  z +— sh(z) = £=£— est appelée « sinus hyperbolique ».

[ etdt =2 [i ch(t)dt = 2 [ € dt, ce qui ne simplifie pas les calculs.

Y




