Numération

Numération.

1 Les systemes de numeération

1.1 Le systéme décimal.
1.1.1 Les chiffres.

Le systeme décimal est le systéme d’écriture des nombres que nous utilisons habituellement dans la
vie courante. La représentation des nombres, en se limitant aux entiers positifs, comme 342 381 est une
succession de chiffres

0,1, 2,...,9) (séparés d’'un espace tous les trois chiffres a partir de la droite, sauf peut-étre dans des
calculs sur ordinateurs).

1.1.2 Numération de position.

On sait que dans 342 381, le chiffre 4 ne vaut pas 4 mais 40.000
Ainsi :

42381 = 300000 + 40000 + 2000 + 300 + 80 + 1
= 3x10°4+4x10*+2x10° +3x 102 +8 x 10" +1 x 10°

Suivant sa position dans I'écriture d’un nombre, un méme chiffre, correspond a des valeurs bien différentes :
dans I'exemple, suivant sa position, le chiffre 3 correspondait soit a 300 000, soit & 300.

Disposition des calculs.

Dans les calculs, la disposition des chiffres, alignés a partir de la droite, permet de tenir compte des diffé-
rentes valeurs associées a des positions.

Dans I'exemple ci-dessous d’'une addition, les chiffres 4, 3 et 4 de la méme colonne (celle des centaines)
correspondent a 400, 300, 400.

2456

7321

+ 409
~ 10186

1.1.3 résumé.

Le systeme de numération décimal est le systéme dit de base dix, les chiffres utilisés sont au nombre de
dix, ce sont 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Suivant sa position le chiffvautz.10°, 2.10', .10, ...



1.2 Le systéme binaire.
1.2.1 Lécriture dans la base deux.

Le systéme de numération binaire, ou systéme de numération de base deux, n'utilise que les deux chiffres
0 et 1. Suivant sa position (& partir de la droite) au chiffre 1 correspondra la 24ledlr, 22 . . .

Exemple. le nombre
N =11011001111014 o

puissances 212 | 211 | 210 | 29 [ 98 [ 97 | 96 | 95 [ 24 | 23 [ 92 [ o1 | 20

de 2 4096 | 2048 | 1024|512 | 256 | 128 | 64| 32| 16| 8 | 4 | 2 | 1 | b10 Lava
N 1 1 0 1 1] o0of[ol1]1[1]1]0[1] b2
valeur 4096|2048| 0 [512|256| O [0 [32[16]/ 8| 4[| 0| 1[b1l0

leur en base 10 de ce nombre est

4096 + 2048 + 512 4+ 256 + 324+ 16 + 8+ 4 4+ 1 = 6976410

Les entiers successifs.

0 0
1 1
2 10
3 11
4 100
5 101
6 110
7 111
8 1000
9 1001

10 1010

11

12

13

1.3 conversions de binaire a décimal et réciproquement
1.3.1 Delabase 2 alabase 10

Il est évident que les conversions se feront le plus souvent a I'aide d’un outil informatique (méme une
simple calculatrice) ; il est toutefois nécessaire d’en connaitre le principe.
Directement a partir des puissances de 2
Comme dans I'exemple ci-dessus

N = 1101100111101
= 1-2241.2040.2041.2941.2840-2"4+0-20 +
+1-2941-2841-224+1.2240-21 +1.2°
= 4096 + 2048 + 512+ 256 + 324+ 16 +8 +4 + 1
= 6976410



Par multiplications et additions successives

N = 1101100111101, ,
= (((. ()24 124002+ 1)24+1)24+0)2+ 1)2+1)2+1)2+ 1)2+ 0)2 + 1)
= 6976410

1.3.2 Delabase 10 ala base 2

Par soustractions successives

w
N
[
o

n 14 13 12 11 10 9 8 7 6 | 5| 4
2" || 16383 | 8192 | 4096 | 2048 | 1024 | 512 | 256|128 | 64| 32|16 |8 |4 |2 |1 | b10

12819 4627 531 19 3 1
- 8192 - 4096 - 512 - 16 - 2 -1
4627 531 19 3 1 0

On soustrait donc du nombre donng= 12819 la plus grande puissance possible de 2, 2é$t=
8192, on note le résultat 627 auquel on retir!'? = 4096 et on continue a retirer successivement les

puissances de 2 les plus grandes possibles, jusqu’au dernier résultat 0.

60;j1y1,0,0|2(0{0(0|0|1]0|0|1|1]| =11001000010011

Par divisions successives

On divise le nombréV par 2, puis encore par 2,. ,par 2, jusqu'a obtenir 0. A chaque étape on note le
reste de la division. Il suffit d’écrire les restes successifs de droite a gauche pour obtenir I'écriture en base 2.

29| 2 14| 2 712 3|2 1|2
1|14 0|7 1|3 1|1 110
Lesrestessont 1 01 1 1 mais le nombrefést 11101

Une présentation possible des calculs est la suivante :



N
quotient par 2| reste de la division

29

14 1
7 0
3 1
1 1
0 1

En reprenant de bas en haut les restes successifs de la deuxiéme colonne, on retrouve |&nembre
1110145.

1.4 Lécriture hexadécimale des nombres.

Il s'agit de I'écriture des nombres dans la base 16 (seize).

1.4.1 Les chiffres hexadécimaux.

Comme il faut 16 chiffres, on compléte les chiffres de 0 a 9 par les premiéres lettres de I'alphabet :

0/|1/2|3]4|5|6|7|8(9|10|11|12|13 14|15
0/|1/2|3|4|5|/6|7|8|9/A|B|C|D|E|F

Voici quelques nombres écrits en base 16 (en écriture hexadécimale).
Alpie, BFheza., 9445416, 5000p16.

1.4.2 Conversions.

Hexa vers binaire et réciprogueme@bmme 16 est une puissance de 2, les conversions sont aisées.

b 10 0 1 e 8 9 10 11 12 13 14 15
Hex 0 1 e 8 9 A B C D E F
b2 || 0000| 0001 ... | 1000| 1001 | 1010| 1011| 1100| 1101 | 1110 1111

Ainsi pour transformep AB5;,, on remplace chaque chiffre hexadécimal par son équivalent de quatre
chiffres binaires (sans oublier les zéros). Pour terminer on efface les zéros éventuels placés a la gauche du
nombre obtenu.

9AB5;, = 1001 1010 1011 01014 o

Inversement, pour passer de la base 2 a la base 16, on découpe le nombre en tranches de 4 chiffres a partir
de la droite, on remplace chaque tranche par sa valeur en base 16, c'est a dire par I'un des seize chiffres
hexadécimaux Q,. ., F.

Hexa vers décimal et réciproquement.

Pour passer de I'hexadécimal au décimal, on peut convertir le nombre hexadécimal en binaire puis le binaire
en décimal. On peut aussi calculer directement.

Exemple : TransformeA9F'5, 6.




A9F5,16 = ((10x1649) x 16 +15) x 16 + 5 1)
= 43509 10 (2)
(3)

La transformation inverse se fait par des divisions successives du nombre décimal par 16 et en conser-
vant les restes :

43509

2719 5
169 15
10 9
0 10

On convertit 10, 9, 15, 5 en chiffres hexadécimaux, ce qui donne le résultat :

43509y 10 = A9F'5y 16

1.5 Lécriture octale.
Il s’agit de I'écriture dans la base huit. Comme 8 est une puissance de 2 les conversions d’octal a binaire
se font comme d’hexadécimal & binaire.
75432, ¢ = 111 101 100 011 0104 o

Pour convertir de I'octal en hexadécimal, on peut convertir d'abord en binaire,puis passer du binaire a
I'hexadécimal. La conversion inverse se fera aussi en transitant par I'écriture binaire.

Le passage de l'octal au décimal se fera directement. La méthode est la méme que celle qui a été vue pour
passer de I'hexadécimal au décimal.

2 Opérations.

2.1 Opérations binaires.
2.1.1 Addition binaire.

Il suffit de savoirqued +0 = 0,0+1 =140=1,1+1 = 10,11 + 1 = 100 et d'effectuer

éventuellement une retenue comme dans le cas d’une addition décimale.
1 1 1 1 1

11 0 11
+ 1 1 01
1 01 0 0 O

Autre exemple :

1 01 1 0 1
0 010
1 111

+

1
11
et111111,9 = 1000000 — 1 d’ot1 101101 = 11000000 — 1 — 10010. On a donc-101101 = 10010 +

1 —1000000.
Voir & ce propos les « compléments binaires » un peu plus loin.



2.1.2 Soustraction binaire.

On peut opérer comme dans la soustraction décimale.

1 1 1

1 01 0 0 11
- 1 01 1 01

01 00110

On peut aussi se servir d’'un résultat vu plus haut :
pour soustraird01101 on ajoute son opposé, c’est-a-dire qu’on ajoLd810 puis1 et qu’ensuite on re-
tranchel000000.

2.1.3 Multiplication binaire.

Exemple :1011 x 1101.
Il suffit de bien tenir compte des décalages.

1 0 1 1
X 1 1 0 1
1 0 1 1
1 0 1 1
+ 1 0 1 1
1 00 0 1 1 1 1
2.1.4 Division binaire.
Exemple :1119
1 1 1 0 1|1 0 1
1 0 1 1 0 1
1 0 0 1
1 0 1
1 0 O

I suffit en fait de soustrairé01 lorsqu’on le peut, et d’abaisser le chiffre suivant :

11101 = 101 x 101 + 100
Effectuer de méme la division d®0110 par101.

2.2 Opérations dans les autres bases.

On pourra s’essayer a construire les tables d’addition, de soustraction ou de multiplication en base 8 et
en base 16, et effectuer quelques opérations.
En pratique, on convertira en binaire ou en décimal avant d’effectuer les opérations. On écrira ensuite le
résultat dans la base de départ.



3 Compléments binaires.

3.1 Complément a b-1.

Dans ce qui suit la base dst= 2, le complément & — 1 sera donc appelé « complémenta 1 ».

X= 1 01 10010111
y= 01 0011 010000
xy=1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Le complémentaldeOestl dan 1 = 1.

Le complémenta lde 1l estOda# 0 = 1.

Le complément a 1 de = 10110010111, esty = 010011010005 obtenu en remplacant chaque chiffre
dex par son complément a 1.

Prendre le complément a 1 d’'un nombre binaire revient a remplacer les 0 par de 1 et réciproquement.
Sile complément a 1 de esty, alors le complément & 1 deestz.

3.2 Complément ab.

La base est = 2, le complément & sera donc appelé « complément a 2 ».
Le « complément a 2 » d’'un nombgesera son complément a 1 auquel on ajoute 1.
On a vu que le complément a 1 de= 10110010111, esty = 010011010002, le complément a 2 de
estdongy + 1 = 01001101000 + 1 = 01001101001, appelons le.
Si on ajouter et son complément & 2 on obtient :

x+z = z+(y+1)
= x+y+1
= 11111111111+ 1
= 100000000000
= 2% (bdiz)

Si le nombre de chiffres de estn et siz est le complément a 2 de alorsz + z = 2™, ¢’est une puissance

de 2. Ona ausgi = 2" — z.

Ceci est intéressant en pratique lorsqu’on travaille sur des nombres binaires qui sont tous de méme longueur
(en informatique ce sera le cas : mots de 16 bits , 32 bijs

exemple Supposons que les nombres soient de 16 chiffres (ou de 16 bits).

Soitz = 111011, on I'écriraxz = 0000000000111011 en complétant la partie gauche par des 0, sa longueur
est alors de 16 chiffres O ou 1.

Son complémenta 2 est= 1111111111000100 + 1 = 1111111111000101 = 216 _ g,

Dans un calcul ot on voudra soustrairgil suffira d’ajoutert — 216 ¢’est-a-diret — 10000000000000000

et 'opération sera plus simple.

Calculons



r—x = 101010110 — 111011
= 101010110 — =
= 101010110 + ¢ — 10000000000000000
= 101010110+ 1111111111000101 — 10000000000000000
= 10000000100011011 — 10000000000000000
= 0000000100011011
= 100011011

Vérifions :100011011 + 111011 = 101010110.

Régle pratique :Pour calculer — x, on compléte éventuellementpar des 0 a sa gauche pour qu'il ait le
méme nombre de chiffres queon calculer + ¢ ou t est le complément & 2 de et enfin on retire le 1 qui

est le plus & gauche dans le résultat, (en fait ce chiffre déborde lorsque la longueur est limitée a un nombre
fixe de bits et dans ce cas il n’est pas nécessaire de s’en préoccuper, il ne sera de toute facon pas écrit).



