Graphes.

Jean-PaubDavalan

1 Exemples introductifs, concept de graphe.

1.1 Exemplesde 1 graphes orientés.

Lesgraphes au programme? sontles1 graphes orientés nis dont les premiers exemplesvont de la
gur e[g. 1]ala gur e[ g. 8].
Lorsqu'il y aau plus un arcd'un sommetwers un autre,on dira que le graphe estun 1 graphe orienté.

1.1.1 Division dans 1; 10 N.

Soit le sous-ensembleS 1;2;3;4;...;10 del'ensemble N desnombresentiers naturels non
nulsetA S Slensemble descouples x, y telsquex Ssoit un diviseur dey S.
Parexemple 3;6 Aet 3;7 A.
On peut représenterla situation par la gur e[ g. 1].

FiG. 1 - Graphedelarelation« estdiviseurde».

Appelons G le graphe, Sl'ensemble des sommet®t A I'ensemble desarcsdu graphe G.

Un arc a deux extrémitésune extrémitéinitiale et une extrémitéterminale

Un arc dont les deux extrémités sont confondues estune boucle

Un pseudo-graphestun graphe qui adesboucles.

Un 1 graphe qui n‘a pasde boucle s'appelle un graphesimple

Dansle casd'un 1 graphe, 'ensemble A desarcsestassimilé aun sous-ensemblede S S &2

Le graphe s'écrit G S A.

Le nombre de sommets du graphe est appelé I'ordre du graphe. (Par exemple I'or dre du graphe des
diviseurs, donné en exemple, est 10).

Le degréd d'un sommet x estle nombre d'arcs dont I'une des extrémités est x (on note d le nombre
d'arcsqui partent de x etd le nombred'arcsqui arrivent enx,d d d ,d estledegréentrant, d
estle degré sortant).

Exercices:
1. Montr er que la somme des degrésde tous les sommets estle double du nombre d'arcsdu graphe.
2. Montr er que le nombre des sommets de degrésimpairs estpair.
3. Montrer que le nombre d'arcsd'un 1 graphe (sansboucles) d'ordre n est inférieur ou égal a

1Le programme des classesde BTSsetrouve al'annexe A.
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nn 1.
4. Quel estle nombre d'ar cslorsque les n sommets du graphe ont mémedegréd k?

1.1.2 Lestrois villas.

Le probléme estle suivant : D'un méme c6té d'une route il y atrois maisons et de l'autr e coté trois
usines, d'eau, de gaz et d'électricité, (gur e [g. 2]). Pouvez-vous tracer de chacune des trois usines,
trois conduites d'alimentation aux trois villas de telle maniére qu'aucune des neuf conduites n'en coupe
une autre?

Ceprobléme n'a pasde solution, I'explication utilise larelation d'Euler s f a 2reliant lesnombres
sde sommets, f de faceset ad'arétes, relation véri ée par tout graphe planair e connexe. (Lesarétesou
arcsne secoupent pas, une faceestune région de la gur e, la face externe doit étre comptée).

usines A B C

ST

OO

FiG. 2 —Lestroisvillas.

L'ensemble des sommetsdu graphe G estS A,B,C,aDb,c ,l'ensemble desarcsestG A,B,C
a,b,c ,le graphe estdonc G S, G,(guref[g. 3)).

L'ensemble dessuccesseurdu sommet A est a, b, c ,I'ensemble de sesprédécesseuestvide. L'ensemble

desprédécesseursde aest A,B,C .

On remarque que I'ensemble X A,B,C,ab,c dessommetsestlaréunion de deux parties A,B,C ,
a, b, c disjointes et non vides, telles que deux sommets d'une méme partie ne sont jamais reliés par un

arc. On dit que cegraphe estun graphebiparti.

1.1.3 Un arbre algébrique.

FiGc.3—Calculde ab cd /e

Exercice:
5. Dessinerun graphe correspondant & 3x2 e I"x_ Est-ceun arbre?

1.1.4 Un algorithme.

Soit X 1;2;...;N ou N estun entier donné.
L'algorithme estle suivant : six X estpair, alors x a pour successeurx/ 2, sinon six 2 estmultiple
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de 3, alors x a pour successeur x 2/ 3,enn siaucune des conditions précédentesn'est remplie, x a
pour successeurx 1.Voir la gur e[ g. 4].

f entier x /

X est pair
vrai | faux

VAN

x+2 est multiple de 3

y =x/2

vrai | faux

;o

y = (x+2)/3 y=x-1

7

FIG. 4 — Graphestalgorithmes.

La conjecture de Collatz? : Dans le méme genre d'idées, on prend sur 'ensemble inni N de sommets,
l'algorithme suivant,

« Si X estpair, il apour successeurx/ 2, sinon s'il estimpair, son successeurest 3x 1 /2 ».Voir [16]
pour de plus amples détails sur la conjecture de Collatz.

Dessiner une partie du graphe. Peut-on trouver un ou plusieurs circuits dans le graphe ? Quelle conjec-
tur e pouvez-vous formuler ?

1.1.5 Interdépendance.

Le graphe de la gur e[ g. 5] estextrait de I'intr oduction du livr e [13] « Mathématiques pour l'infor -
matique ».

1.2 Exemples de multigraphes.
1.2.1 Un 3 graphe.

Le graphe représentésur la gur e[ g. 6] estun 3 graphe car le nombre maximum d'arcsreliant un
sommet a un second sommet estinférieur ou égal a 3 (les arcs numérotés 1, 2 et 3 correspondent au
méme couple a, b de deux sommets).

A un couple peut correspondre plusieurs arcs,une dé nition plus générale que la précédente estnéces-
saire.

1.3 Dé nitions.

Dé nition 1.1 Un grapheorientéestun quadrupletG X, A, , ou
1— X estun ensembldesommets,
2— A estun ensembld'arcs,disjointdeX, (X A ),

2La conjecture de Collatz estaussi connue comme probléme de Syracuse,de Kakutani, de Hasse,de Ulam ou probléme 3x + 1,
(3x+ 1 problem en anglais).
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Ensembles et fonctions

|

Ensembles ordonnes

|

Recursion et induction

Algebre combinatoire  Suites recurrentes  Series generatrices  Algebres de Boole

/NS |

Graphes et arbres  Probabilites discretes  Comportements asymptotiques Logique

Langages ratior_m‘els Chaines de Markov
et automates finis

Applications

FIG. 5—Interdépendancegeschapitres.[13]

FIG. 6 — Arcsmultiples.

3— et sontdeuxapplicationgde A dansX tellesquepourtout arc ade A
a estl'origine (ou prédécesseunjex,
a estle but (ousuccesseurjlex.

Dé nition 1.2 Un p grapheestun grapheou p arcsau plus ont mémeprédécesse@t mémesuccesseur

1.3.1 Chemin, chaine, cycle, circuit.

Dans un 1-graphe, un cheminestune liste ordonnée xi,Xz, ... Xp de sommetstelle que pour tout i,
1 i p,il existeun arcallant de x; ax; 1. Une chainequi ne rencontre pas deux fois le méme sommet
estun cheminélémentaig une chaine qui n'utilise pasdeux fois le méme arc estun cheminsimple
Une dé nition d'un cheminadaptée aux multigraphes utilise une liste ordonnée d'arcs.

Dé nition 1.3 Un cheminestunelisteordonnéal'arcs aj, ap, ... ap tellequel'extrémitédea; estl'origine de
g 1.

Sil'on netient pas compte de I'orientation de l'arc, on a une chaine
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Dé nition 1.4 Unechaineestliste ordonneal'arcs aj;, ap, ... ap tellequepourtoutl i p,l'arcg aune
extrémitécommuneavecy; ; etl'autreextrémitécommuneavecs; ;.

Dé nition 1.5 Un cycleestune chalnequi ne contientpasdeuxfois le mémearc et telle queles sommetsaux
deuxextrémitésdela chainecoincident.

Un circuit estun cycle aj, ap, ... ap tel quel'extrémitéterminaledea; soit égaleal'extrémitéinitiale dea; 1
pour tout i, (sii p, onprendral aulieudep 1 :l'extrémitéterminaledeay doit étre égalea I'extrémité
initiale deay).

Comme les cycles, les circuits ne contiennent pas deux fois le méme arc. (Sinon il s'agit d'un pseudo-
cycle ou d'un pseudo-cituit). Voir la gur e[ g. 7].

FIG. 7 —Cycle,circuit, pseudo-cycle.

1.3.2 Graphe connexe, graphe non-connexe.

g5

FIG. 8 — Graphenon-connexe.

Dé nition 1.6 Un grapheconnexeestun graphetel que pour toute paire dedeuxsommetdistincts x et y, il
existeune chainedontl'une desextrémitésestx, l'autr eextrémitéétanty.

S'il existe deux sommets qui ne peuvent étrereliés par aucune chaine,le graphe n'est pas connexe, il est
en plusieurs parties qui, elles,sont connexes: ce sont les composantesonnexesiu graphe.
le graphe de la gur e[ g. 8] atrois composantesconnexes.

1.3.3 Graphe non orienté.

Dans certains cas, l'orientation des arcs n'est pas utile, on ne tient plus alors compte de la distinction
origine - but des deux extrémités.

Dé nition 1.7 Un graphenonorientéestuntriplet G~ X, A, ou estuneapplicationqui associ@chaque
arétea A l'ensemblaelesesdeuxextrémité a X1, X2 .(Six1 X, l'aréteaestuneboucle).
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FIG. 9 —Graphenon-orienté.

2 Représentations des graphes.

2.1 Schémaset tables
2.1.1 Diagramme sagittal.

Les gur es[g. 1] a[g. 8] ou les arcssont représentésa l'aide de eches sont des schémassagittaux.
Par extension, on pourra appeler diagramme sagittal la gur e[ g. 9].

2.1.2 Tableau.

Différentstypes de tableaux peuvent étre utilisés (voir la gur e[ g. 10]) suivant l'usage désiré, présen-
tation, classi cation ou autre.

2.1.3 Diagramme cartésien.

Dans un diagramme cartésiend'un 1 graphe, (voir la gur e[ g. 10]), les sommets sont représentés
sur les deux axesdes abscissegprédécesseurs)et des ordonnées (successeurs)Lex points de coordon-
nées x; y du diagramme cartésiencorrespondent aux arcsde prédécesseurx et de successeury.

X | successeurs
115
2| 25
3| 124
[ [[1[2]3]4[5] 2125
1 X 523
2 X X
3 XX X X | prédécesseurs
4 X X 113
5 X | X 212345
3|5
4 | 3
51124

FiG. 10— Diagrammecartésienfableauxdiagrammesagittal.
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2.2 Matrices associéesou matrices d'adjacence.
2.2.1 Dé nition etexemple de matrice d'adjacence.

Soitun 1 graphe G X, U dordren etde parcs,l'ensemble des n sommets est X, la famille des

p arcsestU.
Notons X1, X, ..., Xn les n sommets, donc sousla forme d'une famille nie indexée par les éléments de
1;2;...;n ,cequi revient aordonner les n sommets.

La matrice d'adjacence A du graphe est alors une matrice carrée d'ordre n, de n lignes et n colonnes,
obtenue en écrivant un 1 a l'intersection de la ligne i et de la colonne j lorsqu'il existe un arc de prédé-
cesseurx; et de successeurx; et en écrivant un 0 s'il n'existe pasd'arc.

0 s'il n'existe pasd'arcde x; vers x;,
1 s'il existeun arcde x; vers Xxj,

1)

a‘iVj

01011
00110
A & 1010 1
01000
01000

FIG. 11— Matrice d'adjacence.

2.2.2 Matrices booléennes.

Dé nition 2.1 UnematriceA & j estbooléennsitoussestlémentsy j sontégauxa0oual.

Lesmatrices associéesaux graphes d'or dre n (de n sommets) sont donc des matrices booléennesd'or dre
n (de n lignes et n colonnes).

Addition et produit de matrices booléennes. Soient A g etB bi; deux matrices carrées
booléennesd'ordren.

Somme.

La somme booléenne A B des deux matrices a et B estla matrice C G,j dont chacun des élé-
ments ¢; j estobtenu en effectuant la somme booléennede g ; etde b j,¢; a,; b

010 011 011
Parexemple 1 1 O 1 00 110
010 1 00 110
0 00O 111
Les propriétés des deux matrices particulier es W 0 0 0 etU 1 1 1 sontévidentes :
0 00O 111

A W AetA U U.
W estla matrice nulle, élément neutre de I'addition.



8 Graphes

U estabsorbante.
Produit.

Le produit booléen s'effectue comme le produit habituel sauf que les sommes et produits de réels
sont remplacéspar des sommeset produits booléens.

010 011 1 00
Parexemple 1 1 O 1 00 11 1.
010 1 00 1 00
La matrice | i
0 sii j,
1 i, @
estélément neutre du produit booléen.
Puissance.
Une puissancede matrice booléenneseranotée A" A A A.
n facteurs
010 010 010 110
Par exemple, si A 1 1 0 ,alors A? 110 110 11 0 etA3
010 010 010 110
010 110 110 110
110 110 1 1 0 .Onendéduit quepour toutn 2,A" 110
010 110 110 110

3 Problemes de recherche de chemins.

3.1 Probléeme du chemin entre deux points.
3.1.1 Exemples classiques.

Le « probleme du chemin » estde trouver (le plus rapidement possible) un chemin d'un sommet
donné aaun sommet donné b.
Exemple : Le probléme du loup, de la chévre et du chou.
Une chevre, un loup et un chou setrouvent sur la rive droite d'un euve. Un passeurveut leur faire
traverser le euve, mais sabarque étant trop petite, il ne peut transporter qu'un seul d'entre eux a la
fois. On ne peut laisser sanssurveillance le loup en compagnie de la chévre ou la chévre en compagnie
du chou. Expliqguez au passeurcequ'il peut faire.
Le graphe [ g. 12] ne comporte que les états admissibles, sur la rive droite. Par exemple CP correspond
a la situation « chévre et passeurensemblesur la rive droite » qui estautorisée car le loup et le chou se
trouvent ensemblesur l'autr erive, cequi estsansrisque.
Pour résoudrele problémeil suft de trouver un chemin de I'état initial CLXP al'état nal «vide ».

CLXP LXP CLP CXP CP
LX L X C vide

FIG. 12— Chéve,loup, chouetpasseur CL X P.
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Exemple : Le labyrinthe.

Un labyrinthe peut étre représentépar un graphe planaire ([ g. 13] par exemple). On suppose que les
galeries sont sur un méme niveau, un méme plan, elles ne peuvent se croiser sansse rencontrer (elles
ne peuvent pas se superposer). Comment sortir ? Trouver une méthode générale, utilisable dans tout
labyrinthe, qui permet de trouver la sortie.

_ 6 _
17 14
\ 38 18
277 "
28 _ 37~ N
37 16 — o4
N _ 32
33
\
a1 23
| 34
21 \
\ 22
13 |
\ 5 35
12 /
T4 -1 29- 36
3 \ /
Y 19 30
—18_ / \
/ 10-11-20

FiG. 13— Labyrintheet songraphe.

3.2 Hamilton ou Euler ?
3.2.1 Chemins hamiltoniens.

Dé nition 3.1 Ondit qu'un cheminesthamiltoniens'il passeinefoisetuneseulgarchaquesommetu graphe.

Exemple 1 : Voyage autour du monde (Hamilton 3).
Donnons-nous 20 villes sur le globe terrestre. On seproposede passerune fois et une seule par chacune
de cesvilles et de revenir au point de départ (voir la gur e[ g. 14]).

FIG. 14— Voyageautour du monde(Hamilton).

Exemple 2 : Le parcours du cavalier sur I'échiquier (Euler?).

Le cavalier doit parcourir I'échiquier en passantune fois et une seule sur chacune des cases.Prendre
un échiquier ou utiliser un programme (voir quelques unes des solutions ala gur e[ g. 15] ou le pro-
gramme récursif de la gur e[ g. 16] qui estadaptable a d'autr esrecherchesde chemins hamiltoniens).
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FIG. 15— Coursedu cavalier(quelguesolutions).

#include<stdio.h>

#include  <stdlib.h>

#include  <time.h>

#define  DIF dif_cv /I cv: cavalier

#define  NMAX12 // nbre MAXde cases horiz. et vert

int N =5 NN, / nbre MAXde cases horiz. et vert.
num = 0, /I nbre de solutions
quiet = 0, /I = 1 n'affiche pas

quad[NMAX][NMAX];
I* déplacements relatifs en x ou en y *
int dif_ct[8][2] = /* casse-téte *
{{3,01,{2,2},{0,3},{-2,2},{-3,01{-2,-2}.{0,-3},{2,-2}};
int dif_cv[8][2] = /¥ déplacements
{2 041.21¢-1.21{-2,11,-2-13.4-1,-21{1,-21{2,- 13

Il échiquier

du cavalier ¥/

void  solution()

int i, j;
printf("#

%d\n",  num);
for (i =0; i <N; i++) {
printf(" ")
for ( = 0; j < N; j++) printf("%3d", quadli][i] -1

printf("\n");
printf("\n");

void  next(int suivante  */

{
int k, X, Y;

n, int x, int y) /* position

quadix]ly] = n;
it (n < NN) {

for (k =0; k <8 ktt) {

X = x + DIF[K][0],

it (X>=0

next(n  + 1, X, Y);

} else if (n de

num++;
it (‘quiet 1]

== NN){ /* affichage
num <= 1) solution();
}
quadix]ly] = 0;
}
int  main(int  argc, char *argv[])
int i, j;
long long c_begin = (long long)clock();
if (argc > 1) N = atoi(argv[1]);
N=(N <= NMAX)? N : 5;
NN= N* N;
if (argc > 2 && *argv[2] ==q)
printf("# Solutions  du casse-téte
for (i =0; i <N; i++)
for (G =0; j < N; j+) quad[i[j]
next(1, 0, 0);
printf("# %d solutions (%Ld s)\n\n",
num,(clock()-c_begin)/CLOCKS_PER_SEC);
return  0O;

quiet

FIG. 16— Coursedu cavalier(programme).

%dx%d\n", N,

Y =y + DIFK][1];
&8 X<N &8 Y>=0 && Y<N && quad[X][Y]==0)

la  solution *

=1;
N);

=0

Exemple 3: (Casse-téte) Presqueidentique ala coursedu cavalier, sauf que le déplacement estde 3 cases
horizontalement ou verticalement, ou encore de 2 casesen diagonale. Voir trois solutions ala gur e[ g.

17].
Il suft d'écrirelaligne #define  DIF dif_ct
#define DIF dif cv // cv: cavalier

# 3855 # 4063
0 40 43 7 18 44 6 23 0
33 63 48 34 13 47 35 12 29
42 51 25 41 50 24 17 45 42
13932 81931 522 1
28 62 49 37 14 46 36 11 28
59 52 26 60 55 9 16 56 59
23829 3203 421 2
27 61 58 53 15 57 54 10 27

I

ct: casse-téte

ala place de la quatrieme ligne

du programme de la gur e [ g. 16] pour que le pro-
gramme modi é permette d'obtenir les trés nombreusessolutions du casse-téte(prévoir une durée de
guelques siéclesou millénair esdans le casd'un échiquier de 8 8 cases).

56
25
30
57
26

58

34
41

8
37
60

49

# 5008
18 44 6 23 0
13 55 35 12 29
46 24 17 45 56
19 33 5 22 1
14 54 36 11 28
51 9 16 52 57
20 32 4 21 2
15 53 50 10 27

FiG. 17— Troissolutionsdu casse-téte.

18 54 6
36 31
24 17
19 51 5
14 37 32
47 9 16
20

15

23
12
53
22
11
52

35 30
25 38
48 8
34 42
26 60

33

58 45 59 46 10

3Sir William Rowan Hamilton, né le 4 Aot 1805et décédéle 2 Septembre 18654 Dublin, Irlande.
4Leonhard Euler, né le 15Avril 17074 Bale (Suisse),décédéle 18 Septembre 1783in St. Petersbourg, Russie.
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Exemple 4 : Sur un échiquier de 8 8 cases,chercher un chemin de la case 1, 1 , enbasagauche,ala
case 8, 8 , en haut a droite, en passantune fois et une seule par toutes les casesde I'échiquier et en se
déplagcant comme une « tour » qui avanced'une seule casea la fois, c.-a-d. d'une casehorizontalement
ou verticalement mais pas en diagonale.

Exemple 5 : Le graphe de Peterser? (voir la gur e[ g. 18]) ne contient pas de cycle hamiltonien mais
I'élimination d'un sommet quelconque donne un graphe aveccycle hamiltonien.

FIG. 18— GraphedePetersenJulius PeterChristian Petersen1839-1910Danemark.

3.2.2 Chaines eulériennes.

Euler estavecLeibniz un précurseur de la théorie des graphes et de la topologie.

FIG. 19— Gottfried Wilhelm von Leibniz,1646-1716 Allemagne.

Dé nition 3.2 On appellechainesulérienngresp.cycleeulérien)une chaing(resp.un cycle)qui emprunteune
foisetune seulechaquearétedu graphe.

Exemple 1: (voir [ g. 20]).
Est-il possible de tracer I'un de cesdessinssanssoulever le crayon ni passerdeux fois sur le méme trait.
(Et sansreplier la feuille).

Exemple 2 : Les ponts de Kaenigsberg.

En 1736 les habitants de Kcenigsberg (aujourd'hui Kaliningrad), se passionnaient, sans parvenir a le
résoudre, pour un probléme (Voir [ g. 21] et[ g. 22]) :

Un piéton,ensepromenantpeut-il traverserunefois et une seulechacundesseptpontsqui enjambenta riviere
Pregel?

SMathématicien danois. Voir [29].
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FIG. 20— Cycleseulérien® (Euler).

RoONINGS BERGA

FIG. 21— Koenigsbey.

Exemple 3: Codesd'accés.

Vous avez oublié le codede p 3 lettresprises parmi lesn 4 lettresa, b, cou d qui permet d'ouvrir
la porte de votre immeuble. Quel mot, le plus court possible, contient tous les codes? (Dans la réalité le
code estsrement de plus de trois caractéresa choisir dans un alphabet de plus de quatre lettres, mais
pour pouvoir dessinerun graphe lisible [ g. 23], il estnécessaie de simpli er).

Les mots cherchéss'appellent des suites de Debruijn. Il existe plusieurs solutions, toutes de méme
longueur minimale p". Pour en obtenir un, il suft de trouver un circuit eulérien dans le graphe (gur e
[ 9. 23]) dont lessommetssont aa, ab, ... et dont lesarcssont les mots de trois lettres.Ainsi I'arc nommeé
abd a pour origine ab et pour but bd.

Une solution estle mot de 4° 64 lettres

abaacaadabbabcabdachaccacdadbadcaddbbbcbbdbecbedbdcbddccededddaa,

le chemin eulérien correspondant emprunte les arcs aba, baa, aac, ... et les sommets successifssont ab,
ba, aa, ac, ... pour arriver enaaetenn revenir au sommetinitial ab.

Comme tous lessommets sdu graphe ont un degréd s pair etsonttelsqued s d s,leprobléme
a une solution. (Chacun des sommets est I'extrémité et l'origine d'un méme nombre d'arcsou encore :
il y aexactementautant d'arcsqui arrivent en chacun des sommets que d'arcsqui repartent des mémes
sommets).
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d

FiG. 23— Codedl'acces.

3.3 Chemins de longueur donnée.

3.3.1 Longueur d'un chemin.

Dé nition 3.3 Lalongueurd'un cheminc ;1 S, ... Sp dep sommetestle nombe desarcsutilisés, c'est-a-
direp 1:1c p 1.

3.3.2 Existenced'un chemin de longueur donnée.

Exemple: Surla gur e[ g. 24], pouvez-vous trouver deschemins de longueur 1, 2, ...du sommet a
au sommetb?

2'/1
//\/3\7
5/ \6

FIG. 24— Longueursdechemins.
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FPOOO0OO0OO0OO O0OO0OOR OO
POOOOOO O0OO0OOR OO
O0OO0O0O0OO0ORr RPOOOOOO
OC0OO0O0O0OrRO O0OO0OO0OOR
POOORPFPRO OOOORRER
POOORrROO O0OOOR RO
O0OO0OO0ORrROO O0OO0OOORO
OCO0OO0OO0ORrROO O0OO0OOORO
POO0OO0OO0OO0O0O O0OO0OORrR OO
O0OO0O0O0OO0ORr RPOOOOOO
OC0O0CO0OORRPRr POOOOOR
OCOO0CORRRPR POOOOR R
OCO0OO0CORRFRO OOOOOR K
O0OO0OO0ORrRO O0OO0OO0OOR

La matrice d'incidence M M ! et les puissancesbooléennesde M ci-dessuspermettent de déter-
miner I'existence d'un chemin de longueur p d'un sommet x; aun sommet x; :

L'élément & ; de la matrice M P vaut

0 s'il n'existe pas de chemin de longueur p de x; vers x;j,
1 s'il existeun chemin de longueur p de x; vers Xj,

3)
La démonstration sefait par récurrence®.

3.3.3 Nombres de chemins.

Dansle casd'un 1 graphe la matrice d'adjacence M d'un graphe donne le nombre de chemins de
longueur 1d'un sommet x; vers un sommet x;, (dans le casd'un multigraphe, on pourrait remplacer la
matrice M par une matrice dont les éléments g j auraient pour valeurs les nombresd'arcsde x; a X;).

Le produit M M M2, (qui n'est pasun produit booléen, mais le produit matriciel habituel), donne
une matrice dont les éléments m; ; ont pour valeurs les nombres de chemins de longueur 2 de x; a ;.
De méme, d'une maniére générale,les éléments m; ; de la matrice MP ont pour valeurs les nombresde
chemins de longueur p, de x; a xj.

Pour le graphe de la gur e[ g. 24], on obtient les nombresde chemins de longueurs donnéesen calcu-
lant les matrices suivantes :

M2 M3

M4 M3 Mm®e

Ooo0o0oo0OoORr POOOOOO
Oo0oo0O0OO0ORrRO ©@O0O0OCOOR
Ooo0OoORrOO ©O0O0OCORrO
rOOORrROO @000 RrEFRO
PrOOORrROR OCOOCFRORO
NOOOOORr ©COORKROO
rOOOOOO ©O0OORr OO
PrOOOOOO @000 rOoOo
OCoo0oo0oo0ooRr POOOOOO
Ooo0O0OORrRO ©O0O0OOOR
cOcoo0oOoOrRrO ©OOCOCOORR
RPOOORRO ©OOCOCORRE
roOoOONMNOO ©GOCOORNO
Oo0o0oOoORrOO ©OOO0OOORO
CoocoOoRrOoO O0O0OO0OORO
moOOCOOOO O0O0OORrR OO
CoOocO0O0OR POOOOOO
coocooorpRr POOOOOR
OO0OO0OORRR POOOORR
coocoorNO ©OOCOCOCORN
OocoocooroOo ©OOOOOCOHR

3.3.4 Fermeture transitive d'un graphe.
Transitivité.

Dé nition 3.4 Un grapheesttransitif si chaqudoisquel'on aala foisun arc du sommetx versle sommety et
un deuxiemarc dey versle sommetz, alorsil existeun arc dex versz.

6La propriété estvraie pour leschemins de longueurs 1 (lesarcsetlamatrice M M 1), on supposela propriété vraie jusqu'au
rang p, en effectuant le produit de M P m; ; par M &,j , sil'un desproduits booléensm; & ; estégal a 1 et seulement dans
cecas,|'élément m; ; dempP ! m; ; vaut 1 cequi correspond al'existence d'un chemin de longueur pde Xx; vers x et d'un arc
de xy vers xj, donc bien d'un chemin de longueur p  1de x; vers X;.



BTSInformatique de Gestion 15

L'arc de x vers z associéaux deux arcsde x vers y et de y vers z, estparfois appelé un raccourci.

Propriété 3.5 Si G S, A estun graphe,il existeau moinsun graphetransitif G S,A quiaméme
ensembldesommetgueG etqui esttelqueA A .

L'un decesgraphegransitif G S, A , contenudanstouslesautres,estle plus petit decesgraphegransitifs,
onl'appellefermetuetransitive deG.

Un grapheG esttransitif si et seulemensi G estégala safermetuetransitive.

Construction de la fermeture transitive. L'idée estd'obtenir apartir de G un graphe transitif en ajou-
tant le moins possible d'ar cs.La propriété af rme que c'estpossible et qu'il existe un tel graphe transitif
unigue, contenu danstous (donc le plus petit possible). Pour 'obtenir il suft, pour chaquecouple x, y
de deux sommets, d'ajouter s'il le faut un arcde x vers y, lorsqu'il existe un chemin de x vers y dans G.
Voir la gur e[ g. 25].

En effectuant progressivementla sommeT M M2 M3 M4 M® ... MP .. .on
peut observer qu'a partir d'une certaine valeur de p, la somme ne peut plus changer’. La matrice T
obtenue estla matrice de la fermetuetransitive du graphe

0 s'il n'existe pas de chemin de x; vers x;,

L'élément g ; de la matrice T vaut o )
1 s'il existeun chemin de x; vers x;,

(4)

Supposonspour simplier l'écriturequeT M M2 M3 M*% M? enutilisant le schéma
deHorneron peut écrire T M M M M M, les additions a effectuer sont
plus simples.

-

1 1

i e
2 2
SN NG
3 4 3 4
FIG. 25— Grapheet safermetuetransitive.

3.4 Valeur d'un chemin.

3.4.1 Carte routiére.

Soit le graphe G S, A ,achaquearca A, associonsun nombre, une valeur v a, v estune
application de A dans R ou dans un sous-ensemblede R.
A chaque chemin a, b, ... e du graphe on associela sommedesvaleursva vb ... ve de

tous sesarcs.

Exemple : Soit Sun ensemblede villes U, V, W, X, Y. A estl'ensemble des routes reliant certaines
de cesvilles. Il esthabituel d'indiquer pour chaque route les distancesen km entre les villes. A chaque
itinérair e routier U V W X Y de la ville U vers la ville Y on associela distance totale de chacun des
segmentsqui le composent.

3.4.2 Chemin de valeur minimale.

Propriété 3.6 Siay, &, ...sontdesarcsetsiay, a, ... &, ..., &, ... a estun chemindevaleurminimaledu
sommes versle sommes, alorstout sous-chemim, ... , 8 estminimal entrelessommets, originedea; ety,
butdea;.

“Comment pouvez-vous l'expliquer ?Le nombre d'arcsestun ensemble ni .
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L'explication estsimple : si le sous-chemin g, ..., a; n'est pas minimal, alors en le remplacant par un
autrechemin &, ..., &, ..., a; de valeur moindr e, on obtient un chemin de plus petite valeur de svers
s, cequi contredit I'hypothése et estabsurde.

Voir la gur e[ g. 26] etle chemin minimal delongueur 2 4 3 b5desverss.

Pour trouver le chemin minimal de svers s, on cherche les chemins minimaux de s vers tous les pré-
décesseursu de s, on ajoute aux valeurs de ceschemins la valeur de l'arc de u vers s, il nerestequ'a
choisir le chemin correspondant a la plus petite valeur trouvée.

FiG. 26— Cheminminimal.

3.4.3 Chemin de valeur maximale.

On peut seramener au probléme précédent en remplacant la valeur d'un arc par le nombre opposé.

3.4.4 Problémes classiques et dif ciles.

Probléeme du voyageur de commerce.

FIG. 27— Tournéeglu voyageurdecommeceou du postierchinois.

Un voyageur de commercedoit visiter un certain nombre de villes et organiser un itinérair e le plus court
possible.

En exemple prenons le graphe [ g. 27] qui a pour sommets lesvilles A, B, C, D, E, F, les arétesdu
graphe représententles routes, la valeur de chacune des arétesestla distance entre deux villes reliées.
Saurez-vous trouver le cycle le plus court passantune fois et une seule par tous les sommets?

Probléme du postier chinois. Probleme posé pour la premiére fois par un chinois, Mei-ko Kwan, dont
l'intention était d'optimiser la distribution du courrier dans une ville.

Le probléme dit du postierchinoisestde parcourir lesruesd'une ville en passantau moins une fois dans
chaquerue et de minimiser la distance totale parcourue.
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S'il existe un circuit eulérien le probléme est résolu : tous les circuits eulériens ont méme valeur, la
somme des valeurs de tous lesarcs, et c'estla plus petite valeur possible.

Sile graphe n'est pas eulérien, le circuit emprunte nécessaiement plusieurs fois certains arcs.

Les postiers ne sont pas les seuls concernés,on peut trouver d'autr esutilisations comme, par exemple,
optimiser la distance parcourue par un robot nettoyeur de sols dans les couloirs d'un étagede bureaux,
enun temps minimum.

Saurez-voustrouver le cycle le plus court passantau moins une fois par toutes les arétesde la gur e[ g.
27].

4 Niveaux.

il

59 61 67 71 73 79 83 89 97 7 11 5 13 3 17
- d\

23 29 2 31 37 41 43 47 53

3\

19
\,"‘

I

81 54 90 100 36 60 84 40 24 56 88 16

96 64

FiG. 28— Niveaux.

Dans un graphe simple, orienté et sanscircuits comme le graphe des diviseurs de la gur e[ g. 1], on
peut dessinerla gur ede telle maniere que toutes les éches soient dirigées du haut vers le bas.De plus
les sommets peuvent étre placés sur dif férents niveaux 0, 1, 2, ... chacun des sommets étant au niveau
le plus faible possible (et donc le plus haut possible sur la gur e).

On peut voir que le niveau d'un sommet sestalors la longueur du plus long chemin d'origine une racine
etd'extrémité s.

La gur e[ g. 28] estle graphe de la relation « estun diviseur de » dont on n'a conservéque lesarcsqui
vont d'un niveau n au niveau n 1 (c'est-a-dire juste au-dessous,sur la gur €).Pour retrouver les arcs
éliminés il suft de prendrela fermetur e transitive du graphe.

On peut remarquer que sur la gur e[ g. 28], lorqu'on décomposeun naturel ainsi : 72 2332, (c'est
I'écritur e primair e de 72), le niveau de 72 dans I'arbr e estla somme des deux exposants3 2 5.
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Seullestau niveau 0. Lesnombresau niveau 1sont2 21,3 3%,57,..., cesontlesnombrespremiers.

5 Arbres et arborescences.

5.1 Arbres.

Dé nition 5.1 Un arbre estun grapheconnexesanscycles.Une forét estun graphedont chaquecomposante
connexeestun arbre: c'estun graphesanscycles.

Un arbreestun 1 graphe.
Voir la gur e[ g. 29] pour I'un et l'autr e casorienté ou non orienté.

p
9 r
a %
A
ef g
i h

FiG. 29— Arbresorientéet non-orienté.

5.2 Arborescences.

Dé nition 5.2 Dansun grapheuneracineestun sommet tel que,pourtout sommet r, r estl'origine d'un
chemindontl'autr e extrémitéestx.

De la racine r on peut atteindr e tout sommet en suivant un chemin du graphe.
Dé nition 5.3 Une arboescencestun arbre orientémuni d'uneracine.

Voir la gur e[ g. 30].

5.2.1 Arborescences binaires.

Une arborescencebinair e Dans une arborescencebinair e chague sommet a soit deux successeurset
s'appelle un nceud, soit aucun successeuret s'appelle une feuille

6 Réseaux.

6.1 Réseaude transport.

La gur e[ g. 31] représenteun réseaude transport. Lesvaleurs indiquées sur les arcssont les capa-
cités, c'est-a-direla quantité maximum (véhicules, marchandises,messages...) pouvant utiliser I'arc.
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b/z\d
e‘4/\g h/\l Jl\k
R

AT

FiG. 30— Arborescence.

Le probléme du ot maximum estla recherche de la quantité maximum pouvant étre acheminéede a
vers j atravers le réseau,ou, ce qui revient au méme, dansl'arc j, a (non tracé). En effet, la quantité
arrivant en chague sommet par les arcs entrants, doit étre égale a la quantité en repartant par les arcs
sortants, (tracer I'arc j, a permet aux sommets aet j de respectercetteregle).

FIG. 31— Réseauletransport.

7 Autres utilisations.

7.1 Probabilités et chaines de Markov .
7.1.1 4 Facesconsécutives au moins en n coups.

Le probléeme. Une expérience consiste a lancer n fois une piéce de monnaie. La variable aléatoire X
prend la valeur 1 si on obtient au moins une fois une successionde 4 facesconsécutives(ou plus de 4).
X prend la valeur 0 dans le cascontraire.

Quelle estla loi de probabilité de X ?

Ce probléme est dif férent du probléme classique ou la valeur de la variable aléatoire était le nombre
d'apparitions total desfaces.ll s'agissaitd'un schémade Bernoulli et de la loi bindmiale.

Prenonsun exemple,soit PPPFFPFPFFFPFFPFFFFP P une successionde lancers. Comptons
le nombre de facesconsécutives: 000120101230120123GG... etécrivons4ou G Gagné,
désque I'on observe 4 facesconsécutives.

Le graphe correspondant est celui de la gur e[ g. 33], les probabilités de passagedes états 0, 1, 2, 3,
4 G, lesuns vers les autressont inscrites en regard des arcs.Appelons p; ; la probabilité de passerde
I'état i al'état j.

Seulsles arcscorrespondant a des probabilités non nulles sont tracés. Ce graphe estappelé le graphedes
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FIG. 32— JacolfJacquesBernoulli, 1654-1705Suisse.

transitions

Au lieu de prendre la matrice booléenne du graphe, on peut écrire la matrice suivante, appelée
matricedetransition,
2 12 O 0 0
2 0 12 O 0
M mi,j 1/ 2 0 0 1/ 2 0
72 0 0 0 12
0 0 0 0 1

La premiére colonne et la premiéreligne correspondent al'état 0, la derniéreligne etla derniere colonne
al'état G (ou 4).

En numérotant momentanément les lignes i et les colonnes j de 0 a 4, I'élément m; 1; 1 pj; estla
probabilité de passerde I'état i al'état j.

La probabilité cherchéeest

Pn 1000 0 M"

R OOOOoO

1/2 1/2

FiG. 33— Graphedestransitions (attentede4 facesconsécutives).

7.2 Problemes d'af fectation.
7.2.1 Couplage.

Bindmes. Un groupe d'étudiants doit étre réparti en bindmes pour effectuer une certaine recherche.
Pouvez-vous trouver une ou plusieurs répartitions qui respectentles préférencesindiquées par le graphe
de la gur e[ g. 35]? (Chacun des étudiants appartient a un binéme unique, chaque binébme est com-
poséde deux étudiants, c'estune paire).
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FIG. 34— Andrei AndreyevichMarkoy, 1856-1922Russg(St. Pétersboug).

Q\/
|
a

FiGc. 35— Bindmed'étudiants.

Af fecter 5 machines aux 5 ouvriers. Comment affecter le plus grand nombre possible d'ouvriers sur

des machines qu'ils savent utiliser ? Les n ouvriers sont Oy, ..., O, etles m machines M4, ..., M. Les
compétencesdes ouvriers a conduir e les machines sont indiquées sur le graphe de la gur e[ g. 36], on

1 1 0 0 O

1 1 1 1 0
remarque qu'il s'agit d'un graphe biparti. La matrice d'incidence est A 0o 1 1 0 O

o o 1 1 1

O 0o o0 1 1

Pour trouver le couplage indiqué par la mise entre parenthesesde certains 1 de la matrice A, on
procedeainsi :

— choisir I'une deslignes comportant le nombre minimal de 1, encadrer 'un deces 1,

— effacerlaligne etla colonnedece 1 encadré,

— recommencertant qu'il resteencore un 1 non rayé.

AL

FIG. 36— Graphedescompétencedesouvriers.

7.3 Coloration dessommets d'un graphe.

Le nombe chromatiqued'un graphe estle plus petit nombre de couleurs nécessaiespour colorier les
sommets, de sorte que deux sommets adjacentsdistincts ne soient pas de la méme couleur.
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Le probléeme desexamensécrits. SoitY un ensembled'étudiants et X I'ensemble de toutes lesépreuves
possibles. On désire que tous les étudiants devant passer I'écrit x le fassent évidemment ensemble.
Chaque étudiant ne passequ'une épreuve par jour. Quel estle nombre minimum de jours nécessaies
pour tous les étudiants passentleurs examens?

En prenant X comme ensemblede sommets et en tragcant une aréte entre les sommets x et x lorsqu'un

étudiant au moins se présente aux deux épreuves x et x , le probleme revient a chercher le nombre
chromatique du graphe.

Le probléme des écoliéres. Les15jeunes lles d'un pensionnat sortent tous les jours en promenade®
par rangéesde trois. Est-il possible de les promener pendant 7 jours consécutifs sansque deux jeunes
lles ne soient ensemble(dans un groupe de trois) plus d'une fois ?

Ce probléme a été résolu par Cayley?

FiG. 37— Carted'Europe.

FIG. 38— Arthur Cayley 1821-1895anglais.

7.3.1 Probléme des 4 couleurs.

Est-il possible de colorier les pays de n'importe quelle carte de géographie en 4 couleurs ou moins ?
(Deux pays frontaliers doivent étre de couleurs dif férenteset chaque pays n'est formé que d'une seule
région).

On transforme la carte de géographie en un graphe planair e dont les sommets sont les pays et les arcs
relient deux pays ayant une frontiére commune.

Il semble que tout graphe planair e soit coloriable en seulement 4 couleurs, les deux seulesdémonstra-
tions a cejour utilisent des calculs longs et complexes sur ordinateur et ne sont pas véri ables ala main.
Voir en particulier [22].

8Ce probléme date un peu!
SArtur Cayley, né le 16 Aot 18214 Richmond, Surrey, Angleterr e. Décédéle 26 Janvier 1895a Cambridge, Angleterr e
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7.4 Noyaux.

Fic. 39— RadarsDames

7.4.1 Nombre d'absorption.

Un sous-ensembleA S de sommets estdit absorbanbu stableextérieuementsi tout sommet s qui
n'est pasdans A, possédeau moins un successeurdans A.
Le nombed'absorptionrdu graphe estle nombre d'éléments du plus petit ensembleabsorbant A.

Le probléme desradars. S estun ensemble de régions contenant chacune un radar. Si une région s
peut étre surveillée par le radar de la région s, on trace un arcde s vers s. Quel estle nombre minimum
de radars nécessaiespour controler toutes les régions ? Voir la gur e[ g. 39].

le probléme des 5 dames. Cing dames suf sent pour contréler toutes les8 8 casesd'un échiquier,
voir la gur e[ g. 39].

7.4.2 Noyaux.

Le sous-ensemblede sommets A Seststablesi tout sommets A n'a aucun successeurdans A.
Le sous-ensemblede sommets A Sestun noyaus'il eststable et absorbant.

Jeu. Le premier joueur énonceun nombre entier entre 10 et 20. A tour de réle les joueurs choisissent
un nombre égal au précédent diminué de 1, 2 ou 3. Le premier qui arrive a0 estle gagnant.

Le graphe a pour sommets 0, 1, ..., 20 et sesarcsrelient les entiers comme il a été dit plus haut, par

exemple 17a16,17al15et 17 a 14.

Lespositions gagnantessontlessommetsd'un noyau contenant0. Cenoyau estA 0, 4,8, 12,16, 20 .
A estbien un noyau, il eststable car les élémentsde A 0, 4, 8,12, 16, 20 n'ont pas de successeur
dans A, (les élémentsde A ne sont pas adjacents).A estabsorbant car tout sommet qui n'est pasdans A,

possédeun successeurdans A, (par exemple 15 qui n'est pasdans A, a pour successeurl2 qui estdans

A).

7.5 Ordonnancement de taches.
7.5.1 Recettede crépes.

Le sigle PERT sigi e ProgramEvaluationand ReviewTechni¢ que I'on traduit par « Méthode de pla-
ni cation abasede recherche opérationnelle, ou technique d'établissement et de remise a jour des pro-
grammes. »

Autr e sigle : WBS Work BreakdownStructure, « Méthode de gestion de projet sous forme d'or gani-
gramme. »



24 Graphes

= - - tache a exé- | taches prélimi-
tache duréeens | étape cuter naires
Mettr e toute la farine dans un récipient 3 A A
Casserles oeufs sur la farine 30 B B A
Verserlentement le lait tout en remuant 600 C
N R C A B

Verserde la pate dans la poéle 3 D D cG
Couper les bananesen rondelles 300 E E ’
Mélanger lesrondelles de bananeset le rhum 30 F = E
Chauffer la poéle 120 G G
Flamber 10 H

. N H J
Cuire une crepe 10 | | D
Verserlesrondelles de bananessur la crépe 10 J 3 Fl
Godter la premiéere crépe K K J’

FIG. 40— Recettalescréepesambées.

(D &
‘OG D
OO
<

O

FIG. 41— Préparationdescrepes.

Lestableaux destaches. Voir la gur e[ g. 40], le premier tableau donne les durées de toutes lestaches
aaccomplir (faire la pate ...) avant méme de déguster'® la premiére crépe.

Lesgraphes. Le premier graphe dela gur e[ g. 41] apour sommets les dif férentestachesA, B, ..., K,
il estconstruit a partir du tableau des précédencesde la gur e précédente[ g. 40].

Le deuxieme graphe dela gur e[ g. 41] estle graphed'ordonnancemernit a pour arcslestaches,sessom-
mets a, b, ..., j correspondent aux prédécesseurset successeursdes arcs. Les durées en secondesdes
tAchessont indiquées sur le schéma.Le sommet aestune racine du graphe.

Le chemin abcdefhij est appelé chemincritique , sa valeur estla durée minimale nécessaie pour que
toutes les opérations puissent étre effectuées.

Il reste a déterminer les dates (instants) au plus t6t et les dates ou plus tard de début de chacune des
taches,cequi ne devrait pas étredif cile, sil'on veut que l'opération totale ne prennepas plus de temps
que la durée minimale calculée.

105 recettedes crépes ambées aux bananesestindiquée sansgarantie d'aucune sorte, n'étant pas cuisinier et n‘ayant jamais
mangé de crépe aux bananes,je n'ai pasvéri é la pertinence de cette recettetrouvée sur la toile.
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7.5.2 Ordonnancement de taches, activités sur les sommets.

L'exemple (données, traitement et solution) a été réalisé automatiquement ! par des moyens infor -
matiques et ne correspond pas a un probléme réel.

Données et résultats. Le tableau [ g. 42] indique les noms des taches a accomplir dans la colonne 2. Pour
chacune destachest, la durée est écrite dans la colonne 3 et les noms des tdchesqui doivent étre terminées avant
gue la tachet ne commence sont indiqués dans la colonne 4.

Lesvaleurs des colonnes suivantes sont calculéesa partir des donnéesprécédentes.

Lorsque la marge estnulle, la tache estcritique, retarder les dates de son exécution serait retarder la durée de tout
le projet.

Sitoutes lestachessont exécutéesentre leurs dates de début au plus tét etde n au plus tard, la durée du projet est
de 259 unités de temps.

Tache | Durée Précédentes Suivantes Niveau Marge | Début au Fin au Début au Fin au
n tn dy n mp plus tot plus tot plus tard plus tard
1 t1 4 [ 0 0 0 4 0 4
2 t2 5 [ ts, t7 1 0 4 9 4 9
3 ts 27 [ ta, t11 2 0 9 36 9 36
4 tg 29 t3 ts 3 0 36 65 36 65
5 ts 24 tg te 4 0 65 89 65 89
6 te 19 ts ts 5 0 89 108 89 108
7 ty 11 ty tg, tog 2 88 9 20 97 108
8 [ 2 te, t7 to, t1s, to7 6 0 108 110 108 110
9 to 23 tg tio 7 0 110 133 110 133
10 t10 4 tg tio 8 0 133 137 133 137
11 t11 15 t3 t13, t1s 3 125 36 51 161 176
12 t1o 39 to t1s, ta, tie, t17 9 0 137 176 137 176
13 ti3 36 t11, t1 21, to2, tog 10 0 176 212 176 212
14 tig 2 t1o tis, t1g 10 16 176 178 192 194
15 t1s 8 tg, tig tis 7 76 110 118 186 194
16 toe 9 to o 10 27 176 185 203 212
17 t17 12 to t1s 10 6 176 188 182 194
18 tis 34 t14, t15, t17 t23, toa 11 6 188 222 194 228
19 tig 8 t1g 21, tog, tog 11 26 178 186 204 212
20 to0 6 to1, tog 0 206 0 6 206 212
21 o1 25 t1s, tie, t1e, 20 tos 12 0 212 237 212 237
22 too 5 t13 tos, tog 11 20 212 217 232 237
23 to3 9 tis tos, tog 12 6 222 231 228 237
24 ta 15 trs, tio t2s 12 11 222 237 233 248
25 tos 22 to1, tao, tog 13 0 237 259 237 259
26 to6 11 ti3, tog 13 11 237 248 248 259
27 to7 25 tg 7 124 110 135 234 259
28 tog 13 tho, 120, (22, ta3 13 15 231 244 246 259
29 tog 19 t7 3 220 20 39 240 259

FiIG. 42— Tableaulestaches

Graphe. La gur e[ g. 43 donne le graphe de la relation de précédenceentre les dif férentestaches.

Les 14 niveaux indiqués dans le tableau [ g. 42] seretrouvent sur le graphe, ils vont du niveau 0O, en haut de la
gur e,au plus grand niveau 13, en bas. Lestachescritiques, dont les noms sont cerclés,sont disposéesdu niveau 0
au niveau 13, (mais qui pourrait étre inférieur au niveau maximum dans un autre exemple). Les arcsne reliant pas
deux tachescritiques sont dessinésen pointillés.

11| e programme principal d'envir on 300 lignes (génération aléatoire des données, calcul des niveaux, des tAchescritiques, des
dateset des marges)estécrit en AWK. Ce programme permettrait le traitement de problémesplus importants. (La durée de calcul
varie comme le cube du nombre de tacheset un langage interprété comme Awk conduit a destemps trés longs lorsque le nombre
de sommets du graphe dépasseplusieurs centaines.Les 30 sommets de I'exemple se calculent en une fraction de seconde,pour
3000 sommets, la durée estmultipliée par 1 Million et estprobablement de plusieurs heures).
Les chiers et commandes produits par le programme principal sont

— un chier dansle langage de DOT pour l'obtention du diagramme sagittal du graphe,

— un chier de donnéespour le diagramme de Gantt et une commande de traitement par GNUPLOT,

— un chier IATEX qui donne le document nal.
Citons parmi les outils mathématiques et les algorithmes utilisés, la recherche de la fermetur e transitive du graphe avant I'élimi-
nation de tous les raccourcis qui ne feraient que rendrela gur e moins lisible.
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t20

FIG. 43— Diagrammedestaches.

Diagramme de Gantt. La gur e[g. 44] donne le diagramme de Gantt. Pour chacune des taches, le segment
indique lesdatesde début au plus t6t etde n au plus t6t, la marque indique la date de n au plus tard. Lorsque
latacheestcritique, lamarque estal'extrémité supérieuredu segment.La valeur de la marge estle laps de temps
compris entre I'extrémité supérieuredu segmentet le signe
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A Lesgraphes et le programme de BTS Informatique de gestion.

A.1 Le programme.
GRAPHES

Cetteinitiation aux graphes orientés doit étre menéeen étroite concertation avecles enseignementsde l'informatique etde la
gestion ou cette étude est poursuivie.

L'objectif estd'intr oduir e et de mettre en oeuvre, dans des situations concretestrés élémentaireset sansthéorie générale,des

algorithmes permettant de résoudre les problémes gurant dans la rubrique de travaux pratiques.

Modes de représentation d'un graphe orienté :
représentation géométrique, tableau des successeursou
des prédécesseurs,matrice adjacente (booléenne). Che-
min, circuit, boucle, chemin hamiltonien.

Arbor escence.

Longueur d'un chemin, chemin optimal.

Ladé nition d'un grapheorientén'estpasau programme.

Lanotion deconnexitéétanthorsprogrammeon selimitera a
la présentatiord'exemplesimplesd'arboescencedpartir de
leur représentatiogéométriquesansrecheched'une caracté-
risation générale.

On observerdimportancedu résultat: tout souschemind'un
cheminoptimalestoptimal.

Travauxpratiques

Exemples de mise en oeuvre d'algorithmes permettant

d'obtenir pour un graphe

— leschemins de longueur p,

— la fermetur e transitive,

— lesniveaux, dans le casd'un graphe sanscircuit,

— les chemins de valeur minimale (ou le caséchéantde
valeur maximale).

Exemple de résolution de problémesd'or donnancement
par la méthode des potentiels ou la méthode PERT.

A partir d'exempledres élémentaieset sansintroduire une
théoriegénérale,on montrera l'intérét desméthodesmatri-

ciellesmettant en oeuve I'addition et la multiplication boo-
|éennegdlesmatricesadjacentesDans une évaluationen ma-
thématiquestout énoncéelatifa cesalgorithmesloit compor-
ter desindicationssur la méthode suivre.

Il s'agitd'un premiercontactaveaesméthodetargementuti-
liséesen gestion, cesméthodese peuventfaire I'objet d'au-

cuneévaluationenmathématiques.

A.2 Domaines d'utilisation.

— élaboration, gestion des réseaux,

— élaboration de circuits (VLSI),

— problemesgénéraux de routage, recherchesde plus courts chemins,

— ordonnancement destaches,en particulier dans les systemesparalléles,
— structur esde données.

A.3 Remarques

Une connaissanceprécise d'une partie des dé nitions et propriétés ci-dessous n'est pas au pro-
gramme mais il estquand méme nécessaie de savoir ce qu'est un graphe, une arborescenceun chemin

Le but des quelques pagesqui suivent estde permettre

i. de préciserl'une ou l'autr edesnotions abordées,le plus souvent simples si on leur consace quelque
minutes ; par exemple un graphe c'est « des sommets, des arcs et savoir dir e I'origine et le but de
chacun des arcs »; la dé nition n'est que la transcription en termes plus mathématiques de cette
explication, sansrien ajouter de plus ;

ii. de répondre a des interr ogations telles « quelle différencey a-t-il entre une arborescenceet un
arbre?»;

iii. delirele programme : le mot connexitéest écrit dans le programme, la notion de connexité n'est pas
aapprendre, (il sufra de sauter les paragraphes qui ne sont manifestement pas au programme, de
toute facon la quasi totalité du temps consacréa I'étude desgraphes seracelui passéarésoudre les
exercices);
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iv. de reprendre des petits problémes que vous avez peut-étre essayéde résoudre un jour sansavoir
trouvé de solution (lestrois villas par exemple);

v. d'intr oduir e des gur escorrespondant a des situations ou a des graphes les plus variés possibles.
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longueur d'un chemin, 13

marge, 25

Markov, 19

matrice d'incidence, 21
matrice de transition, 20
maximum, 18
minimiser, 16

minimum, 17

mot, 12

multigraphe, 3,4

niveau, 25

niveaux, 17

nceud, 18

nombre de chemins, 14
nombre premier, 18
nombre d'absorption, 23
nombre chromatique, 21
non orienté (graphe), 5
noyau d'un graphe, 23

opérationnelle (recherche),23
optimiser, 16

ordonnancement (graphe d'), 24
ordredu graphe, 1
organigramme, 23

orientation, 4,5

orienté (graphe), 17

origine, 4,5

pair, 1,2,12

paire,5, 20
passage(probabilités de), 19
PERT, 23

Petersen,11

p graphe, 4

planaire (graphe), 2,22

plani cation, 23

postier chinois (probléme du), 16
prédécesseur 2,4
préférences,20

primair e (écriture), 17
probabilité, 19

probabilité (loi de), 19
probabilités de passage,19
probléme du chemin, 8
probléme du ot maximum, 19
probléme des 4 couleurs, 22
probléme des 5 dames, 23
probléme des écolieres, 22
probléme des examensécrits, 22
probléme du postier chinois, 16

probléme du voyageur de commerce, 16

programme, 9
projet, 23
pseudo-circuit, 5
pseudo-cycle,5

quadruplet, 3

raccourci, 15,25

racine, 18

recherche opérationnelle, 23
relation d'Euler, 2
répartition, 20

réseau,18

réseaude transport, 18

sagittal (diagramme), 6
schéma,6

schémade Bernoulli, 19
schémade Horner, 15
simple (graphe), 1,17
sommet, 1

sommet (degré d'un), 1
sous-ensemble,1
sous-ensembleabsorbant, 23
stable (sous-ensemble),23
stable extérieurement (sous-ensemble),23
successeur2, 4

suite de Debruijn, 12

table, 6

tableau, 6

tache, 23,24,28

tachescritiques, 25

terminale (extrémité), 1

transitive (fermetur e transitive d'un graphe), 14
transitive (fermetur e transitive du graphe), 25
transitivité, 14

valeur, 17

valeur d'un chemin, 15

variable aléatoire, 19

villas (probleme des 3), 2

voyageur de commerce (probleme du), 16

WBS, 23
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