Lesallumettes de Banach

Résumé

Cedocument accompagnela consacréeaux simulations du probléme desdeux boites d'al-
lumettes de Banach.
On pourra comparer les valeurs obtenues lors de cessimulations aux valeurs théoriques calculéesci-
dessous.
Le probléeme modi é estétudié en premier et la solution esttrouvée par deux logiciels de calcul symbo-
ligue MUuPAD et Maxima.

1 Probléme modié (cas 1)

1.1 Enoncé.

Banachﬂ qui était fumeur, avait deux boites d'allumettes, I'une dans la poche gauche, l'autre dans
la poche droite.
Chaquefois qu'il allumait sapipe, il puisait au hasard dans!'une desboites.Immanquablement, au bout
d'un certain temps, il prenait la derniére allumette d'une boite.
On supposeque les deux boites sont changéessimultanément et qu'elles contiennent initialement le
méme nombre n d'allumettes.
Quel est, en moyenne, le nombre d'allumettes restantes,dans l'autre boite, désque I'une estvide ?
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FiG. 1 — Simulations

1.2 Solution

En notant G = (0;1) ou D= (1;0) le retrait d'une allumette de la boite gauche ou droite, les évé-
nements sont les mots de la forme DGGDGDDDGD...GD®u les chemins (Fig : ﬂ) correspondantssur
le quadrillage depuis l'origine (0;0) jusqu'a I'un des bords supérieurs du quadrillage ci-dessus,(n; n)

1Cetexte estdifférent de I'énoncé classique.Habituellement l'arrét n'a lieu qu'au moment oul I'on ouvre une boite vide (cf. cas
2). Lesespérancesnathématiques desdeux problémessont liées par la relation Ez(n) = E(n + 1) 1.


http://perso.wanadoo.fr/jean-paul.davalan/proba/allu/index.html
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FiG. 2 — Marchealéatoire dansun carré de

excepteé.

Lorsqu'il reste p allumettes dans I'une des boites et aucune dans l'autre, cessuites ont pour longueur
n+ (n p).

Lalettre de droite du mot (la derniére lettre écrite) estG ou D selonque la boite vide estcelle de gauche
ou de droite.

Lorsque la derniere lettre du mot est G (resp. D), les suites contiennent n fois la lettre G (resp. D) et
n pfois l'autre lettre D (resp. G).

Il faut tenir compte du fait que danschaquecasla lettre nale du mot estimposée.Le nombre de telles
suites estdans chacun desdeux casle nombre de combinaisonsden  1lettresparmi2n p 1.
Chacunede cessuites, de longueur 2n  p estobtenue avecune probabilité égalea2 @" P,
Lespérancemathématique E (n) estdonc égalea

p=n 2n p 1 p=n 2n p 1
— n 1 — n 1
Fm=2 P T P ot
p=1 p=1
1.3 Calculs
Quelques calculs effectués par le systemede calcul formel trés répandu sont indiqués a la

gure (Fig : E) Desrésultats de simulations sont donnésala gure (Fig : E)

? E(n)=sum(p=0, n, p*bi nomial (2*n-p-1,n-1)/ 2~(2*n-p-1)) ;
? E(5)
%1= 315/128

FiG. 3 —Calculsa l'aide de PARI/GP

n E(n) moyennesde
(valeurs attendues) | 50 simulations
5 2:4609375 2:34
10 3:52394104 3:34
20 5:014827505 4:38
30 6:154690381 5:42
40 7:114230302 6:9
50 7:958923739 7:98

FIG. 4 — Valeursobtenuedors dessimulations

1.4 Expression sous la forme d'un produit de fractions
E(n+ 1)= 2n+1: 1+ 1

E(n) 2n 2n
Lesalgorithmes permettant d'obenir une formule close pour l'identité ( sont décrits dans le livre

On peut montrer que



http://pari.math.u-bordeaux.fr/

Probabilités 3

A=B| de Marko Petkovsek Herbert Wilf| et Doron Zeilbergel.
On obtient alors trés facilement I'espérancemathématique ci-aprés (ﬂ).

n 1
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FiG. 5 — Espérancenathématique

*oo¥ MuPA2.0.0 -- The OpenComputer Algebra System

>> ?2sum
sum-- definite  and indefinite summation

Background

0 The function sumimplements Abramov's algorithm for rational functions,
Gosper's algorithm for hypergeometric functions, and Zeilberger's
algorithm for the definite  summation of holonomic functions.

>> a(n):=sum(p*binomial(2*n-p-1,n-1)/2"(2*n-p-1) ,p=0..n ")
n
(4 n binomial2 n- 1, n- 1) +4 2 binomialn - 2, n- 1) -
n 2n
4 n 2 binomialln - 2, n- 1)) / 2
>> expand((1-n)*binomial(n -2, n- 1)
0

FIG. 6 — Calculdel'espérancepar MuPAD 2.0.0

Lesnumérateurs et dénominateurs successifssont les suites A001803| et A046161|de I'Encyclopédie

. s . N . . ]
dessuites entiéres de Sloane. La suite A002457|corresponda 4" YE (n) qui estaussiégal a ﬁ
(On trouvera quelquesréférencessur le site, en particulier les marchesaléatoires sont évoquées).

p=n 2n p 1

A partir de la sommeE (n) = p ﬁ les logiciels de calcul symboliques (Fig : ﬂ) et
p=0

2n 1

4an ]
(Fig : []) calculent I'expressionE (n) = 2+nl =4 (D %

2n 1) _ 2n 1) _1357:::(2n 1) 246:::(2n 2) _ 1:357:::(2n 1)

EM= 77 (n 12 @2t (n 1Hnz - (246:::(2n  2)2 T 1246:::(2n 2)

1.5 Fonction génératrice

1 1, 13, 135 ¢ 1:35:::(2n 1) oy
C P———==1+ X"+ =X+ X+ i+ X+ i
omme 1 x2 2X 2:4X 2:4:6X 2:4:6:::2n X

on trouve aisémenta l'aide d'une dérivation et une multiplication par x? que
> 2 3 > 34 15 355 315 40 693 1o 357:::2n 1) o,y
1 2 = IX"+ =X+ =X+ —=X + — + — + it + 1
x2@ X9 XX T T e T 128 T 288" 24620 2)" ’
_3 3 ,, 153 35,4 3155 693 ¢ 357:::2n 1) ,
z = +oXF X0+ X o X S Ay 4
XL X)7 = Ixd oxT4 Xt 78Xt 1585+ 256 246::(2n 2
dont le coef cient de x" estE(n).

3
x (1 x) 72 estdonc la fonction génératrice de I'espéranceE (n).
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Maxima5.9.0 http://maxima.sourceforge.net

(C1) describe(nusum);

Info from file /usr/local/info/maxima.info:

- Function: NUSUNEexp,var,low,high)
performs indefinite ~ summation of exp with respect to var using a
decision procedure due to R.W. Gosper. exp and the potential
answer must be expressible as products of nth powers, factorials,
binomials, and rational functions. The terms "definite"  and
"indefinite summation” are used analogously to "definite" and
"indefinite integration". To sum indefinitely meansto give a
closed form for the sumover intervals of variable length, not
just e.g. 0 to inf. Thus, since there is no formula for the
general partial sumof the binomial series, NUSUMan't do it.

(C2) nusum(p*binomial(2*n-p-1,n-1)/2"(2*n-p-1),p, 0,n);
Dependent equations eliminated: 1)

4 n BINOMIAL(2n - 1, n - 1)
(D2)

2n
2

FiG. 7 — Calculdel'espérancepar Maxima

2 Probleme classique (cas 2)

2.1 Espérance mathématique déduite du cas précédent

Si on ajoute une allumette ( ctive) danschaqueboite on passedu probléme classiqueau probleme
modi é, il suft de retrancher 1 de I'espéranceE (n + 1) du probléme modi é an + 1 allumettes par
boite, pour obtenir celle Ez(n) = E(n+ 1) 1 du probléme classiquea n allumettes. Lallumette ctive
étant par exemple celle que I'on (ne) prend (pas) a la derniére ouverture de la boite.

p=n+l 2n  p+l p=n+l 2n p+l k=n
n — n — 2n k @2n k)
p 22n p+l (P 1 22n p+l K n 2
p=1 p=1 k=0
(La sommedes probabilités est 1).

E>(n) = E(n+1) 1= 1+

1:3:5:7:::(2n + 1) 2n+ 1 ,,

. . _ . _ _ . .

On obtient aussiEz(n) = E(n+ 1) 1 12:46:(2n) 1 o N 1 qui estbien plus
. . . n+1 1

simple que la relation de récurrence E»(n) = on Ebx(n 1)+ o

2.2 Solution directe

k=n
En considérantles cheminsdu quadrillage (Voir B, on montre d'abord que E»(n) = k2n kg Gn
1 k=0
On considérela série 7' =
) 1 z
i 0
L . . i 1
En dérivant n fois on obtient | = a o

. . . 1
Puisenfaisanti=n ketz= Sona an kg (9 Zpn

k 0
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? taylor((1-x)  -3/2)- 1-x)"(- 1) ,x)

%1= 1/2*x + 7/8*"2 + 19/16*x"3 + 187/128*x"4 + 437/256*x"5 +
1979/1024*x"6 + 4387/2048*x"7 + 76627/32768*x"8 + 165409/65536*x"9 +
707825/262144*x~10 + 1503829/524288*x"11 + 12706671/4194304*x"12 +
26713417/8388608*x 13 + 111868243/33554432*x 14 +
233431331/67108864*x"15 + O(x"16)

FiG. 8 — Fonction génératrice

2.3 Fonction génératrice

1 SN SR S
@ T x 1 x 1 x "T x

LesespérancesE(n) sont les coef cients desx" dansle développementen série E2(n)x" de cette

Lafonction génératrice est(1 x)T3 1P x) =

n
fonction génératrice.

Un calcul de PARIgp (Fig : E) donne bien les valeurs attendues.

2.4 Fonction génératrice d'une loi de probabilité

Au chapitre 8 sur les Probabilités discrétes du livre Mathématiques concréte$ de R.L. Graham ,
Donald E. Knuth , O. Patashnik le probléeme est résolu a l'exercice 48 en considérant a) une fonction
génératrice double P (w;z) = Pmn W™ 2" Ol pm:n estla probabilité que les deux boites soient vides

min
lorsque la premiére choisie est vide (les deux boftes contenant initialement m et n allumettes), b) la
probabilité Px.m:n que la secondeboite contienne exactementk allumettes lorsque la premiére choisie
estvide.

. . 2n+ 1
La question c) permet d'obtenir la formule close K Pc:mn = o Zn” 1 allumettes dans la
k
. . s m + k
secondeboite en utilisant la propriété K 2 k=2m,
k m
Lesauteurs signalent que I'espérancevaut 2 n= 1+ O(n *2) (Fig : ).

D

n| Ex(n) [2 n= 1
10| 2270014| 2:56825
50| 7:03851| 6:97885
100| 10:326 10:2838
200 | 14:9876 14:9577
300 | 185685 185441
400 | 21:5887 21:5676
500 | 24:2502 24:2313
600 | 26:6568| 26:6395
700| 288701 288541
800 | 30:9303| 30:9154
900 | 328655 328514
1000 | 34:6959| 34:6825

FIG. 9 — Valeursapprochées
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